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1 Introduction

L’ambition de ’algébre est de pousser le plus loin possible ’étude des conséquences
logiques d’un nombre restreint d’axiomes. La transition entre l'algébre classique et
I’algébre moderne est marquée par I’étude de la structure de différents systémes, mais
aussi par I’étude des opérations algébriques indépendamment des mathématiques aux-
quelles elles peuvent s’appliquer. Le cours de premier cycle universitaire, Algébre 1,
est le premier cours ou les étudiants ont & manipuler des systémes formels et dans

lequel ils sont exposés a ce niveau d’abstraction.

J’ai réalisé mon projet de fin de baccalauréat sur la théorie des groupes de diffé-
rents jeux mathématiques comme le cube Rubik. Dés ce moment, j’ai été surprise par
I’abondance de ressources pour ’enseignement de 1’algébre. Dans le cadre de ce pro-
jet, j’ai pu créer un atelier sur le cube Rubik et celui-ci a suscité un grand intérét des
étudiants : intérét surprenant considérant la difficulté dégagée par les conversations
étudiantes a propos de l'algébre. De plus, j’ai pu explorer plusieurs approches pour
I’apprentissage du concept de groupe et en comparer les différentes contributions dans
un cours sur le design de taches mathématiques a 1’'Université Concordia. Ce sont ces

différentes expériences qui ont dirigé le choix de mon sujet d’essai.

Le présent essai vise a identifier et & décrire comment différentes ressources pourraient
contribuer a ’apprentissage de concepts de théorie des groupes. Un intérét particulier

a été donné aux ressources ayant une composante visuelle.

La premiére partie est consacrée a mieux comprendre les enjeux relatifs a I’appren-
tissage de la théorie des groupes. Certains travaux abordant des difficultés inhérentes
a ce domaine sont présentés afin d’établir un portrait global de la gestion des étu-
diants de I'abstraction caractéristique de ’algébre. Cette partie permet de créer une
liste de critéres d’observation voulant contribuer & dresser un portrait plus exact des

ressources disponibles.



La deuxiéme partie se concentre sur le livre de Nathan Carter (CARTER, ), Visual
Group Theory, qui présente la théorie des groupes a travers différentes illustrations
mathématiques ou de la vie quotidienne, toutes visuelles et colorées. Plusieurs res-
sources auraient pu étre étudiées, cependant le présent essai se concentre sur le livre de
Carter en raison de 'ampleur de la portée de I'ouvrage sur I'apprentissage des éléves.
La section consiste d’abord en une analyse comparative de séquence d’introduction
des concepts, séquence qui peut avoir un impact significatif sur la compréhension des
étudiants. Ensuite, une analyse du contenu proposé par Carter est réalisée en utilisant

les critéres d’observations développés dans la premiére partie.

Finalement, la derniére section fait un court survol des différentes ressources trou-
vées lors de la revue de littérature. Ces ressources consistent en plusieurs initiatives
du corps enseignant qui ont tenté de transformer ’enseignement de la théorie des
. . ' q . . , , ,
groupes. Ainsi, sans étre ’objet principal de cet essai, ces méthodes sont présentées,
car elles peuvent fournir des alternatives intéressantes au format du cours Algébre 1,

tel qu’enseigné actuellement.



Premiére partie

2 Thése de Caroline Lajoie

Plusieurs chercheurs et enseignants ont remarqué les difficultés des étudiants dans
I’apprentissage de ce domaine mathématique et plusieurs ont méme tenté de varier
les approches d’enseignement pour contourner certaines difficultés. D’autres, comme
Caroline Lajoie, Ed Dubinsky et Orit Hazzan, ont tenté d’identifier ces difficultés et
de comprendre leurs sources. L’objectif de la premiére partie est de mieux comprendre
les enjeux de 'apprentissage de la théorie des groupes : les difficultés et le processus
par lequel les étudiants assimilent les concepts de cette branche de I'algébre. Pour ce
faire, la thése de Lajoie (LAJOIE, ) est principalement utilisée, mais un article
de Hazzan (HAZZAN, ) et la théorie APOS (DUBINSKY, ) qui décompose
de facon assez naturelle les processus derriére ’acquisition de nouveaux concepts
mathématiques sont aussi présentés. Finalement, une grille d’observation est réalisée
avec les points importants de ces différentes ressources afin de préparer ’analyse des

outils visuels présentée en deuxiéme partie.

2.1 Introduction

Caroline Lajoie est présentement professeure et chercheure en didactiques des mathé-
matiques a 'UQAM. La thése de Lajoie : Difficultés liées aux premiers apprentissages
de la théorie des groupes (LAJOIE, ) avait comme objectif de décrire et d’inter-
préter les difficultés rencontrées par les étudiants lors de 'apprentissage de concepts
relatifs a la théorie des groupes. Etant donné 'ampleur et la nature de ses travaux,
cette thése constitue la principale source d’identification de difficultés utilisée dans
cet essai. On présentera certains points de la synthése du développement historique
du concept de groupe qui contribuent & la réflexion réalisée dans la section suivante.
Puis, on mettra en évidence les résultats de I'expérimentation effectuée sur 10 étu-
diants du premier cycle universitaire ayant effectué au moins un cours d’introduction

aux structures algébriques.



2.2 Bref survol historique

L’idée de groupe a été utilisée de fagon implicite par de nombreux mathématiciens : en
théorie des nombres par Cauchy, Ruffini, Abel et Lagrange ; en théorie des équations
par Gauss et Kronecker; ou encore en géométrie par Klein. Le premier mathémati-
cien a utiliser le terme « groupe », dans le sens qu’on lui accorde aujourd’hui, est
Evariste Galois (1811-1832). Il travaille avec un groupe de permutations fermé pour
la multiplication. Galois fait une grande distinction entre sa théorie et ’application
de celle-ci aux équations qu’il tente de résoudre. Cette distinction est révolutionnaire
pour I’époque. Malheureusement, 'attention des mathématiciens qui reprennent les
travaux de Galois a porté sur les équations et leurs solutions plutot que sur la théorie

qu’il développait.

Les travaux de Galois ont été repris par Jordan (1838-1922) dans un commentaire sur
Galois en 1869. Il fait la transition entre les groupes de permutations et les groupes
de transformations en géométrie et en analyse dans son mémoire sur les groupes de
mouvements. Les travaux de Jordan ont ensuite été repris par Klein (1849-1925) et
Klein devient le premier mathématicien a considérer les isométries comme les élé-

ments d'un groupe, qu’on appellera par la suite le groupe de Klein.

L’idée de groupe introduite par Galois a évolué avec les travaux de nombreux mathé-
maticiens. Le premier & en donner une définition abstraite est Cayley, en 1854, qui

définit un groupe comme :

« A set of symbols {1,a,b,...} all of them different, and such that the product of
any two of them (no matter in what order), or the product of any one of them into

itself, belongs to the set is said to be a group. »
(Cayley, cité par LAJOIE, , p. 64)

Il affirme que, pour manipuler un groupe efficacement, il faut se détacher de la signi-
fication des symboles : par exemple que + est une opération quelconque plutdét que
I’addition. Sa tentative d’abstraction de la définition de groupe est prématurée pour

I’époque. Il démontre aussi qu’'un groupe est entiérement déterminé par sa table de



composition. C’est seulement aprées 4 publications que ses travaux commencent & étre

reconnus, en 1878.

Comme Cornu I’a mentionné : « |...] des résistances importantes dans le développe-
ment historique d’'une notion mathématique sont souvent des symptomes de difficultés
sérieuses, souvent intrinséques a la notion elle-méme. » (Cornu cité par LAJOIE, ,
p. 71) On remarque, dans le développement du concept de groupe, qu’il faut prés de
40 ans pour que les idées de Galois soient reconnues et encore 30 ans de plus pour
celles de Cayley. La communauté mathématique avait une réticence évidente face a
une théorie complétement déconnectée d’application potentielle. Klein, en 1880, re-
connait que les formulations abstraites allégent la rédaction de preuves. Par contre, il
est convaincu « qu’elles rendent la vie difficile aux étudiants, car elles ne permettent
pas de voir comment on est arrivé a ces définitions. » (Klein cité par LAJOIE,

p. 70)

)

Ces réticences sont une piste de réflexion pour identifier certaines difficultés. En effet,
dans les cours d’introduction aux structures algébriques, le concept de groupe est in-
troduit par une définition similaire & celle énoncée ci-dessous (CHAPDELAINE, ;
LET1, ; CORTELLA, ). En suit une liste d’exemples « classiques » comme
(Z,+), (Z/nZ,+) et (Sym(S),0).

Définition 2.1. Soit G, un ensemble, et x : G x G — G, une opération binaire
fermée sur l’ensemble. On définit (G, *) comme un groupe si * satisfait les 3 axiomes

sutvants :

1. Elément neutre : 3e € G, Vg € G, tel quee-g=g-e=g
2. Inverse : Vg € G, g € G, tel que g- gl =gl -g=ce
3. Associativité : ¥g € G,Vf € G,Yhe G, g-(f-h)=(g-f)-h

En comparant cette fagcon de présenter le concept de groupe au développement his-

torique du concept, on peut immédiatement faire le lien avec les propos de Klein



en observant comment les étudiants sont directement exposés a la version générale
ou abstraite du concept de groupe. Cette facon de présenter le concept de groupe
ne permet pas aux étudiants de développer une intuition ou encore de trouver une
nécessité au concept. Tel que présenté plus tot, le concept de groupe s’est développé
a travers 1’étude de la théorie des équations, puis des transformations géométriques
et des isométries. Si I'intention des exemples est d’engendrer 'intuition de groupe,
alors le choix des exemples est critique. Les groupes de nombres ne sont peut-étre pas
les groupes porteurs du plus d’intuition. L’utilisation des groupes de nombres comme
exemples dans les cours d’algébre est étudiée de fagon plus détaillée dans la deuxiéme

partie du présent essai.

2.3 Difficultés liées aux premiers apprentissages de la théorie

des groupes

La syntheése historique réalisée par Caroline Lajoie donne plusieurs indices quant a
des difficultés surtout en comparant avec les méthodes actuelles d’introduction du
concept . Les recherches de Lajoie sont quant a elles profitables pour le présent essai
en identifiant 14 difficultés relatives & certains concepts élémentaires de théorie des
groupes. La chercheure a interviewé 10 étudiants de premier cycle universitaire ayant
suivi au moins un cours d’introduction aux structures algébriques. Sa recherche se
limite & 4 concepts : les groupes, les isomorphismes, les sous-groupes et les groupes

cycliques.

Avant de lister les difficultés, il est pertinent de s’arréter au sens attribué au mot «
difficulté ». Plusieurs distinctions peuvent étre faites reflétant le caractére interne ou
externe d’une difficulté. Une difficulté intrinseque référe au caractére de ce qui est
difficile : complexité, subtilité, obstacle ou barriére, alors qu’une difficulté extrinséque
renvoie a un embarras ou une géne face a une situation : une difficulté & comprendre.
La chercheure utilise ces deux points de vue complémentaires pour son étude des pre-
miers apprentissages de concepts de théorie des groupes. Les difficultés identifiées par
Lajoie sont identifiées ci-dessous. Certaines seront présentées de fagon plus détaillée

par la suite.
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Groupe

1.

Difficulté a discerner les propriétés essentielles des groupes (délimiter des condi-
tions pour étre un groupe).

Difficulté a reconnaitre que I’élément neutre dans un groupe de classes rési-
duelles puisse étre autre chose que [1] ou [0].

Difficulté a considérer les transformations géométriques comme les éléments
d’un groupe.

Difficulté a concevoir les groupes présentés de fagon abstraite autrement qu’en

terme de groupes numériques.

Isomorphisme de groupe

d.

Difficulté a donner a I'idée que des groupes isomorphes sont des groupes sem-

blables, I'interprétation que lui donnent les experts.

Difficulté & montrer formellement que deux groupes sont isomorphes (méme

dans les cas les plus simples.)

Difficulté a considérer plus d'un isomorphisme possible entre deux groupes

isomorphes.

Difficulté & voir l'isomorphisme a la fois comme une relation d’équivalence
sur les groupes et comme une correspondance particuliére entre deux groupes

isomorphes.

Difficulté a reconnaitre une utilité au concept d’isomorphisme en mathéma-

tiques.

Sous-groupe

10.

11.
12.

13.

Difficulté a discerner les propriétés essentielles des sous-groupes (ou délimiter

un ensemble de conditions permettant de définir un sous-groupe).
Difficulté a construire un sous-groupe cyclique infini.

Difficulté a établir une relation entre l'ordre d’'un groupe et l'ordre de ses

sous-groupes et entre 'ordre d’un groupe et l'ordre de ses éléments.

Difficulté a traiter I'isomorphisme entre deux groupes dont 'un est le sous-

groupe strict de 'autre.
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Groupes cycliques

14. Difficulté a considérer qu’un groupe infini puisse étre cyclique.

Premiére difficulté : Difficulté a discerner les propriétés essentielles des groupes (dé-

limiter des conditions pour étre un groupe).

Lajoie observe chez seulement quatre des dix étudiants la capacité d’identifier les cri-
teéres nécessaires pour étre un groupe. Parmi eux, trois hésitent a savoir quelles sont
les caractéristiques essentielles pour étre un groupe. Les autres étudiants oublient au
moins une caractéristique, principalement 1’associativité, ou ont beaucoup de mal &

se souvenir quelle est la définition de groupe.

Une explication potentielle de cette difficulté se trouve a méme la formulation de
la définition de groupe. On a présenté le concept de groupe aux étudiants avec une
définition trés semblable & celle énoncée a la section 2.2 (voir définition 2.1), soit un
ensemble muni d’une loi de composition respectant trois axiomes. Dans le processus
de rappel de ce qu’est un groupe, les étudiants sont a la recherche de trois critéres.
Ils sont conscients de I'importance de la fermeture de 'opération sur I’ensemble, car
ils ont eu a en vérifier la présence de nombreuses fois. On peut ainsi comprendre que
pour plusieurs étudiants la fermeture devient I'un des axiomes a respecter. A I'opposé,
I’associativité est souvent déductible de 'opération. Elle est méme parfois évidente,

par exemple lorsque 'opération est la multiplication ou ’addition.

Historiquement, un groupe était défini comme un ensemble de symboles tel que la
combinaison de n’importe quels deux symboles reste dans I’ensemble (définition de
Cayley). L’existence de l'inverse, de I'identité et de l'associativité a été ajoutée bien
plus tard a la définition de groupe. Les systémes manipulés par les mathématiciens
possédaient toutes ces caractéristiques, donc pour étre un groupe ils avaient seulement
besoin de la fermeture de 'opération sur I'ensemble. De la méme facon, les étudiants
manipulent principalement des systémes de nombres, ainsi, ils n’ont pas besoin de
vérifier I'associativité puisqu’elle est gratuite. Aussi, lorsqu’un étudiant veut vérifier

si un ensemble est un sous-groupe, ce n’est pas nécessaire de vérifier ’associativité

12



puisqu’elle y est directement. Ainsi, dans le contexte d’étude du concept de groupe,
plusieurs facteurs peuvent contribuer a l'oubli de I'associativité comme axiome de

groupe.

Deuxieme difficulté : Difficulté a reconnaitre que [’élément neutre dans un groupe de

classes résiduelles puisse étre autre chose que [1] ou [0].

Lajoie a pu identifier cette difficulté a travers une tache ou les étudiants devaient
déterminer si (Gg, ) est un groupe : ou G = [2], [4], [6], [8] € Z1 et ou - est la multi-
plication. La majorité des étudiants est convaincue que ce n’est pas un groupe pour
une part considérable de I'entrevue. En effet, dés que les étudiants remarquaient que
ni la classe [0], ni la classe [1] est présente, ils rejetaient immeédiatement la possibilité
que G3 puisse étre un groupe en étant convaincus que G5 n’avait pas d’élément neutre.

Dans certains cas, leur opinion a évolué au cours de I’entretien.

Lajoie explique cette difficulté par le fait que ce soit un groupe inhabituel, mais sou-
léve surtout que : « pour la majorité des participants [...| tout fonctionne comme si
I’élément neutre était déterminé d’avance, soit par I'opération définie sur ’ensemble,
soit par le type d’éléments. » (LAJOIE, , p. 124) L’élément neutre de 1'addition
et de la multiplication, soit 0 et 1 respectivement, ne sont pas présents dans Gjs. 1l
s’agit d’un groupe de nombres, alors les étudiants excluent la possibilité que I’élément

neutre soit autre chose.

Encore une fois, il est possible de faire un lien avec la méthode de présentation du
concept de groupe. Les exemples avec lesquels les étudiants ont développé leur com-
préhension sont principalement des exemples numériques classiques. Leur expérience
leur permet donc de conclure que l'identité est presque toujours 1. Ce qui renforce
encore cette croyance est le fait qu’on représente souvent l'identité des groupes de

transformations par « 1 ».

Troisieme difficulté : Difficulté a considérer les transformations géométriques comme

les éléments d’un groupe.
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Cette difficulté a été observée lorsque les étudiants ont eu & déterminer si Gy et Gy
étaient des groupes. On a défini G2 comme étant I'ensemble des trois réflexions du
triangle équilatéral muni de la loi de composition et G4 étant I’ensemble des symétries

du rectangle non carré muni de la loi de composition.

Les participants ne cachent pas leur malaise face a des groupes de transformations
et la moitié d’entre eux n’arrivent pas a considérer les transformations comme les
éléments du groupe. Ils sont préoccupés par le fait que la figure revient toujours sur
elle-méme et sur la position des sommets. Quant & ceux qui parviennent a manipuler
ces groupes, ils le font en abordant le probléme de facon abstraite, c’est-a-dire en

considérant les transformations comme des permutations des sommets.

Les groupes de transformations sont un systéme de deux ensembles : les sommets
sur lesquels le systéme opére et I'ensemble des transformations possibles : identité,
réflexion horizontale ou verticale et la combinaison de ces réflexions. Il s’agit aussi
d’un systéme a deux opérations : les transformations géométriques elles-mémes et la

composition de transformations.

Les étudiants qui manipulent ce systéme en considérant les transformations comme
des permutations n’ont pas de difficultés, ainsi, on peut se questionner & savoir si la
difficulté est intrinséque aux transformations géométriques. Celles-ci sont abordées tot
a ’école primaire et manipulées tout au long de leur parcours scolaire en tant qu’ac-
tions. Une explication possible de la difficulté identifiée par la chercheure est que les
étudiants sont habitués de manipuler les transformations géométriques comme des
actions, des opérations. Il y a donc une grande résistance lorsqu’il vient le temps de

les considérer comme des éléments sur lesquels on peut appliquer une opération.

Quatrieme difficulté : Difficulté a concevoir les groupes présentés de fagon abstraite

autrement qu’en terme de groupes numeériques.

L’identification de cette difficulté découle du questionnement des étudiants, lorsque

confrontés a un groupe G. Les étudiants sont trés influencés par les groupes de

14



nombres. Ils sont convaincus que ce serait plus facile, ¢’est-a-dire qu’ils auraient moins
de mal a répondre aux questions, si les lettres (éléments du groupe) avaient été des
nombres. Une majorité veut savoir si les éléments sont des nombres ou s’il peut s’agir
de n’importe quoi. Ils veulent savoir si 'opération est la multiplication et agissent
toute I'entrevue comme si ¢a ’était sans avoir eu de confirmation de la part de la
chercheure. Celle-ci s’attendait a avoir des questions sur la nature de la loi de com-
position et sur les fagcons de composer les éléments, mais toutes les questions ont été

trés orientées par la familiarité des étudiants avec les groupes de nombres.

L’attention des étudiants centrée sur la nature des éléments peut étre justifiée par le
fait que, pour les étudiants, le groupe G est une fagon de représenter abstraitement

un groupe donné plutdét qu'un représentant d’une classe d’isomorphisme.

Cinquieme difficulté : Difficulté a donner a l’idée que des groupes isomorphes sont

des groupes semblables ['interprétation que lui donnent les experts.

Les experts utilisent parfois le terme « semblable » pour qualifier des groupes iso-
morphes. On peut remarquer que les étudiants utilisent, pour la plupart, aussi cette
idée que les groupes doivent étre semblables. Par contre, la ressemblance recherchée
par les étudiants tentant d’identifier si deux groupes sont isomorphes est extérieure.
Ils tentent de trouver une similarité entre les éléments, la nature de la loi de com-
position, 'ordre des éléments ou l'ordre des groupes. D’autres disent des groupes
isomorphes qu’ils sont équivalents. Sans étre capables de développer leur idée, ils se

contentent de dire que les groupes ont le méme nombre d’éléments.

Il y a plusieurs pistes d’explication pour justifier cette difficulté. On remarque que
les étudiants savent que des groupes isomorphes se ressemblent, mais cette idée n’a
pas été intériorisée. En effet, lorsqu’ils se mettent & ’exploiter, les étudiants s’en re-
mettent aux ressemblances qu’ils sont capables d’observer, ce qui n’est pas suffisant
pour montrer I'isomorphisme. Certains étudiants établissent une bijection entre les
éléments des deux groupes pour montrer 'isomorphisme. Cela constitue une stratégie

efficace, cependant les étudiants ne prennent pas en compte que la correspondance

15



doit aussi étre entre les opérations.

Plusieurs utilisent 1'idée qu’il doit y avoir une correspondance dans l'ordre des élé-
ments. On remarque que cette idée est souvent utilisée pour trouver une contradiction.
Il s’agit d'une procédure que les étudiants connaissent bien, ainsi il est prévisible qu’ils
s’y raménent et tentent de 'adapter. En effet, I'isomorphisme de groupes implique
14 . T .. , .
que les éléments sont de méme ordre, mais I'implication réciproque n’est pas vraie.
Avoir des éléments de méme ordre n’implique pas que les groupes sont isomorphes.
Ainsi, on peut conclure que les étudiants n’arrivent pas a voir I'isomorphisme comme

une conservation de toute la structure de groupe.

Sizieme difficulté : Difficulté a montrer formellement que deux groupes sont iso-

morphes (méme dans les cas les plus simples.)

Cette difficulté a été identifiée lorsque les étudiants devaient déterminer si G5 et G4
sont isomorphes. On se rappelle que G4 est défini I’ensemble des symétries du rectangle
non carré muni de la loi de composition et que (Gs,-), ou Gy = [2], [4], [6], [8] € Z10

et ou - est la multiplication.

Cette tache s’est avérée trés difficile. Les étudiants ne savaient ni quand ni com-
ment, construire un isomorphisme. Une question de 'entrevue demandait aux étu-
diants d’identifier des conseils qu’ils donneraient a des étudiants débutants. Beau-
coup n’étaient pas capables d’identifier de conseils sinon de regarder la cardinalité
des groupes. La majorité des étudiants n’ont pas pu énoncer la définition formelle de

groupes isomorphes.

On rappelle que deux groupes isomorphes « sont des groupes semblables, presque
identiques, et devant deux groupes donnés, il faut, pour se convaincre qu’ils sont iso-
morphes, établir une correspondance biunivoque qui montre que leurs opérations sont

équivalentes. » (LAJOIE, , p- 162)

16



Encore une fois, les étudiants n’ont pas démontré d’intuition lorsque présentés a ce
style de tache; plusieurs tentent de trouver une contradiction, d’autres d’utiliser les
ressemblances qu’ils arrivent a observer. Beaucoup d’étudiants abandonnent rapide-
ment face a cette tache. On observe que la définition formelle n’a pas été intériorisée.
Elle n’a pas été associée a une structure cognitive qui contiendrait les images, les
propriétés et les procédures associées au concept d’isomorphisme qui en rendrait la
manipulation plus facile. Lajoie, a travers ses entrevues, remarque de la confusion
dans certains concepts relatifs au concept d’isomorphisme, soit principalement la bi-
jection, l'injection, la surjection, mais surtout la notion de fonction. Elle propose
qu’une explication de cette difficulté se trouve dans la conception de la fonction des

étudiants, plusieurs fois pergue comme une « formule ».

Septieme difficulté : Difficulté a considérer plus d’un isomorphisme possible entre deux

groupes isomorphes.

Seulement trois des 10 étudiants ont réussi a répondre a la question précédente. Ainsi,
seulement trois étudiants ont pu tenter de trouver un deuxiéme isomorphisme entre
les groupes G5 et G4. Aucun des trois n’a répondu a la question avec une grande
assurance et un conclut que l'isomorphisme entre deux groupes est unique. Pour les
autres, ils se convainquent de I'existence d’'un deuxiéme isomorphisme seulement aprés

avoilr réussi a4 en trouver un.

On peut expliquer cette difficulté par le fait que les étudiants se basent sur la corres-
pondance naturelle des éléments des deux groupes. Une correspondance naturelle ou

intuitive est nécessairement unique.

Huitieme difficulté : Difficulté a reconnaitre une utilité au concept d’isomorphisme.

La majorité des étudiants n’ont pas recours au concept d’isomorphisme par eux-
mémes, méme dans les situations ot on leur demande de déterminer si deux groupes
sont isomorphes. Cependant, on remarque que plusieurs étudiants donnent 1'impres-
sion d’utiliser l'isomorphisme de fagon inconsciente lorsqu’ils manipulent certains

groupes. Lorsque Lajoie demande aux étudiants a quoi sert 1'isomorphisme, plusieurs
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n’y voient aucune utilité. D’autres lui conférent une utilité trés limitée ou erronée et
seulement deux étudiants voient I'isomorphisme comme pouvant ramener un groupe
« complexe » & un groupe plus simple, en précisant qu’ils n’utilisent pas ce concept

souvent, ni dans la vie quotidienne, ni dans leur cours d’algéebre.

Il est possible d’attribuer I'absence d’utilité du concept tel que percu par les étudiants
a une mauvaise compréhension du concept qui nuit aux possibilités d’utilisation. De
plus, toutes les autres difficultés liées aux concepts de groupes et d’isomorphisme em-
péchent les étudiants de voir toutes les similarités entre les groupes. Cela engendre
une compartimentation des différents concepts qui nuit grandement au développe-

ment de la compréhension des étudiants.

Dizieme difficulté : Difficulté a discerner les propriétés essentielles des sous-groupes

(ou délimiter un ensemble de conditions permettant de définir un sous-groupe.)

Lors de l'interview, la chercheure demande aux étudiants de donner la définition de
sous-groupe et d’utiliser les critéres qu’ils ont appris afin de déterminer si ’exemple
qu’on leur présente est un sous-groupe. De fagon générale, les étudiants ont bien as-
similé le fait que les éléments du sous-groupe forment un sous-ensemble des éléments
du groupe. Cette assimilation généralisée pour cette partie du concept de sous-groupe
peut étre expliquée par la similarité de terminologie entre groupe et sous-groupe et

entre ensemble et sous-ensemble.

L’idée de sous-groupe est souvent comprise comme un groupe inclus dans un autre.
Cette perception de la structure de sous-groupe est viable lorsque la loi de composi-
tion est évidente. Cependant, c¢’est avec le comportement de la loi de composition que
plusieurs ont du mal. En effet, de fagon générale il y a une absence de relation entre
la loi définie dans le groupe et celle définie dans le sous-groupe. Ainsi, le malaise des

étudiants face aux critéres peut découler de leur manque d’intuition.

Douzieme difficulté : Difficulté a établir une relation entre l'ordre d’un groupe et

l'ordre de ses sous-groupes et entre ['ordre d’un groupe et l’ordre de ses éléments.
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L’identification d’ordres s’est avérée étre une tache tres difficile pour une majorité
des étudiants rencontrés. Ceux-ci ne savent pas quelles sont les relations entre les
notions d’ordre de groupe, de sous-groupe et 'ordre un élément donné. En effet, pour
établir la relation entre ces ordres, il faut étre en mesure de voir 'ordre d’un élément
comme l'ordre du sous-groupe qu’il engendre. Beaucoup d’étudiants éprouvent des
difficultés a en énoncer une définition, & voir les liens entre les ordres de groupe et de

sous-groupe ou encore a trouver I’ordre d’un élément donné.

On peut expliquer cette difficulté par le fait que les étudiants n’ont pas intégré la
notion d’ordre a leur schéma du concept de groupe. Ils n’ont pas assimilé de procédure
appropriée pour déterminer l'ordre. De plus, le mot « ordre » peut porter a confusion

surtout si la relation entre les différents ordres n’a pas été acquise.

3 Cadre théorique

Un des objectifs du présent essai est d’identifier les contributions potentielles de dif-
férents outils. Un cadre théorique décrivant le processus de construction et d’ap-
prentissage est particuliérement utile pour I'analyse des différents outils présentés
en deuxiéme partie. Ainsi, le cadre théorique développé par Dubinsky, APOS theory
(DUBINSKY, ), est utilisé comme référence pour cet essai. Une bréve présentation
de cette théorie est faite dans cette section. Il est largement utilisé dans la littérature.
Dubinsky a entrepris d’élargir aux mathématiques avancées les travaux de Piaget
sur I'abstraction. Son développement s’est fait a partir de I’hypothése que I'individu,
pour gérer des problémes mathématiques, construit des actions, des processus et des
objets internes qui sont organisés dans des schémas. Ses composantes se portent bien
a l'analyse présentée dans la deuxiéme partie. Cette théorie est applicable & beaucoup
de concepts mathématiques et la terminologie est assez simple, donc idéale pour la

communication.

3.1 Théorie APOS

Piaget présente trois types d’abstractions. L’abstraction empirique est définie comme

le processus par lequel I'individu tire des connaissances & partir des propriétés des
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objets manipulés. Ce processus est externe, mais les connaissances qui en découlent
sont, elles, internes a l'individu. L’abstraction pseudo-empirique est définie comme
intermédiaire a l’abstraction empirique et l'abstraction réfléchissante. Il s’agit du
processus par lequel I'individu extrait une propriété grace a une action appliquée sur
I'objet.

Finalement, I’abstraction réfléchissante est celle a la base des travaux de Dubinsky.
On la définit comme le processus par lequel l'individu tire des connaissances grace
a une coordination d’actions dont la source est complétement interne a l'individu.
Piaget considére que c’est I’abstraction réfléchissante dans sa forme la plus avancée
qui dirige vers le genre de raisonnement mathématique par lequel la forme ou le pro-
cessus est séparé du contenu et que les « processus » deviennent, dans l’esprit des

mathématiciens, des objets de contenu (DUBINSKY, , D- 98).

La théorie APOS, porte son nom d’aprés ses quatre principales composantes : ac-
tions, processus, objets et schémas. L’auteur définit le concept d’action comme étant
la transformation d’un objet essentiellement externe. Une action suit des instruc-
tions par étape bien mémorisées. On décrit souvent ’action comme procédurale. Par
exemple, un individu qui considére la composition de fonction comme « remplacer le

x par une formule » a une compréhension action de la composition.

Une fois que l'action a été faite un nombre substantiel de fois, I'individu se crée
une représentation interne de 'action sur laquelle il peut maintenant réfiéchir. Le
résultat de cette internalisation est défini comme étant un processus. En reprenant
I’exemple de composition de fonctions, si I'individu considére maintenant la compo-
sition de fonctions plutét comme une coordination de deux équations dont il faut
faire correspondre les variables, alors il est passé & une conception processus de la

composition.

Ensuite, lorsqu’un processus est conscient et que l'individu sait comment il peut le

manipuler, alors on parle d’objet. L’individu qui sait distinguer la composition de
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fonction (une fonction appliquée a une fonction) de la transformation qui en résulte

(une fonction de fonction) a maintenant une conception objet.

Finalement, le schéma est la structure cognitive associée au concept qui inclut toutes
les images mentales, les propriétés et les processus associés au concept (voir la figure
1). En d’autres mots, le schéma représente les actions, les processus, les objets et les

autres schémas qui, ensembles, forment la conception personnelle d’un concept.

Action

i
OBJETS PROCESSUS

P s s
Coordination

Renversement

Généralisation
FIGURE 1 — Construction d’un schéma (DUBINSKY, , p-107).

Les composantes ont été présentées dans un ordre qui sous-entend une interdépen-
dance. De fagon générale, chaque conception de la liste est nécessaire pour la construc-
tion de la conception suivante. Dans la réalité, la construction des concepts n’est pas
aussi linéaire. Il n’est pas rare de voir des étudiants faire de nombreux allers-retours
entre la conception action et la conception processus avant de passer a une conception
objet.

La théorie APOS a été développée de fagon & pouvoir construire la décomposition
génétique, c’est-a-dire une description détaillée des actions, processus, objets et sché-
mas construits par un individu lors de 'acquisition d’un concept donné. Avec cette
décomposition, on peut par exemple comparer les différences de compréhension d'un
individu a 'autre pour le méme concept et ainsi avoir des pistes d’explications de la

raison pour laquelle un individu parvient a aller un peu plus loin dans 'utilisation
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d’un concept.

Quoique trés intéressantes, les descriptions génétiques ne sont pas la raison pour
laquelle la théorie APOS est utilisée dans cet essai. En effet, aucune analyse de com-
préhension d’étudiant n’est effectuée. Par contre, la terminologie développée sera utile
pour présenter les motivations de construction de certains concepts par plusieurs res-

sources, notamment dans le livre de Nathan Carter.

3.2 Réduction d’abstraction

Orit Hassan est professeure associée au département d’éducation en science et tech-
nologie de Technion University en Israél. Ayant réalisé de nombreuses recherches sur
I’enseignement de la théorie des groupes, son article Reducing abstraction level when
learning abstract algebra concept (HAZZAN, ) présente plusieurs stratégies utili-

sées par les étudiants.

Ses recherches montrent que bien que la réduction d’abstraction soit une stratégie effi-
cace, elle peut aussi étre utilisée de facon inappropriée ou engendrer certaines erreurs
selon l'utilisation qu’on en fait. Pour cet article, Hazzan a interviewé 9 étudiants.
Tous suivaient un cours classique d’algébre, c’est-a-dire un cours « théoréme-preuve-
exemple » au moment de l'entrevue. La chercheure s’est concentrée sur 5 sujets fon-
damentaux : les groupes, les sous-groupes, les classes, le théoréme de Lagrange et les
groupes quotients. Elle est parvenue a identifier trois méthodes de réduction d’abs-
traction qui peuvent engendrer quelques mauvaises associations. Elle distingue ces

différentes méthodes par le genre d’abstraction que les étudiants tentent de réduire.

D’une part, on peut définir le niveau d’abstraction comme la qualité de la relation
entre la personne pensant et l'objet de pensée. Le fait qu'un concept est abstrait ou
concret n’est pas une propriété de l'objet, mais plutdt de la relation entre l'objet de
pensée et la personne qui pense. Plus 'expérience d'une personne avec un concept est

grande, plus elle peut faire des liens avec d’autres concepts et plus il lui parait concret.
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Avec cette vision, on peut remarquer que les étudiants qui tentent de se représenter
un concept abstrait de facon plus concréte utilisent une méthode pour réduire ce type
d’abstraction. On peut traduire cette idée comme chercher un visage familier dans
une foule inconnue. De la méme facon qu’on tente de trouver un point de départ
connu, lorsque submergé de nouvelles informations, les étudiants se basent sur des
groupes qu’ils connaissent bien pour baser leur argumentation a propos de groupes
(G, -) abstraits.

Les étudiants ont pu développer une familiarité avec les groupes de nombres dans
leur cours d’algébre. Méme s’ils ont été exposés a d’autres exemples de groupes et
qu’ils devraient étre en mesure de savoir que ceux-ci ont plusieurs propriétés non
généralisables, les étudiants continuent d’agir comme si les régles pour agir avec des
nombres étaient universelles. Tel que mentionné plus tot, les groupes de nombres ont
plusieurs belles propriétés, par exemple la commutativité, ou le fait que ses éléments
sont ordonnés 1 < 2 < 3... Ces propriétés ne sont pas présentes dans tous les groupes,

et doivent étre démontrées pour étre utilisées.

Ensuite, on peut voir le niveau d’abstraction comme une réflexion de la dualité
processus-objet, telle que définie dans le cadre de la théorie APOS. En utilisant
la terminologie développée par Dubinsky, on se concentre ici sur le passage d'une
conception dynamique (processus) a une conception statique (objet). Plus on tra-
vaillera avec un concept non familier en le considérant comme dynamique ou comme

un processus, plus ce concept devient familier, ancré, donc un objet.

On peut observer les étudiants remplacer des expressions formelles par des expres-
sions familiéres. Par exemple, un individu peut remplacer «il existe. ..» par «je peux
trouver. .. ». On remarque aussi que méme les étudiants qui ont une conception avan-
cée d'un concept font de la résolution procédurale. On peut voir ce comportement
lorsqu’on demande a un étudiant de résoudre une situation pour laquelle il a une
méthode de résolution de mémorisée. Méme s’il a des informations supplémentaires

qui rendent certaines étapes non nécessaires, il fera tout de méme chacune des étapes
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de résolutions habituelles.

De plus, le niveau d’abstraction peut étre le degré de complexité du concept de pen-
sée. En effet, plus le concept a de composantes, plus celui-ci paraitra abstrait pour
les étudiants. Par exemple, un groupe dont les éléments sont des groupes sera plus
abstrait qu’'un groupe en particulier. Lorsque placé dans une situation dont le degré
de complexité de 'objet a manipuler est élevé, les étudiants vont avoir tendance a
le remplacer par un représentant plus simple : dans le cas d’un groupe dont les élé-
ments sont des groupes, ’étudiant pourrait choisir un de ces éléments en particulier

et seulement considérer celui-ci dans son raisonnement.

On peut expliquer ce phénoméne par le fait que les étudiants ayant une conception
processus seront porté & manipuler les éléments plutot que les ensembles, n’ayant
intériorisé que les actions appliquées sur les éléments, mais pas encore le comporte-
ment de ceux-ci. Il s’agit d’'une méthode de réduction d’abstraction efficace, surtout
lorsque la compréhension du concept est encore en développement. Cependant, beau-
coup d’étudiants oublient qu’ils doivent ensuite étre en mesure de généraliser leurs

observations.

3.3 Conclusion

Les ressources présentées dans les sections précédentes proposent différentes approches
pour aborder la compréhension étudiante de notions de théorie des groupes. Ainsi,
I’analyse historique du développement de la théorie des groupes et la liste de diffi-
cultés réalisées par Lajoie permettent d’identifier certaines sources d’erreurs & méme
les choix de stratégies d’enseignement. De plus, I’analyse qui a mené & I’dentification
de certaines difficultés contribue & identifier des pistes de fagons pour contourner ces
difficultés. Ensuite, le travail de Dubinsky sur la théorie de 'abstraction de Piaget
permet de préciser le genre de raisonnement nécessaire dans l'apprentissage de ce
domaine : par exemple étre capable de manipuler 'objet « groupe » sans toujours
devoir se ramener & une compréhension action. Finalement, le travail d’Hazzan sur

les méthodes employées pour réduire I'abstraction permet de prendre conscience de
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certaines erreurs classiques.

L’objectif de cette premiére partie était d’élaborer une grille de critéres d’observation
afin de décrire la potentielle contribution d’outils, visuels pour la plupart, qui sont
présentés dans la deuxiéme partie. Les travaux de Caroline Lajoie sont centraux
pour cette partie. En effet, ils constituent le fil conducteur de I'analyse réalisée en

concentrant celle-ci sur les concepts que la chercheure a abordés.

Grille d’observation

1. Comment ’outil est-il introduit ?
2. Quels sont les applications ou les liens potentiels avec d’autres concepts ?

3. Comment cela répond-il aux difficultés identifiées par Lajoie et Hazzan ?
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Deuxiéme partie

Plusieurs chercheurs et enseignants se sont penchés sur I’enseignement de la théorie
des groupes et ont proposé des approches différentes sans toutefois étre complétement
déconnectées de ce qui est fait dans les cours classiques. L’objectif de cette section
est de mettre & I’épreuve les critéres d’observations développés dans la section précé-
dente, mais surtout de décrire comment ces approches alternatives peuvent répondre
aux difficultés identifiées par Lajoie et Hazzan. Ainsi, une attention particuliére est
portée sur les motivations des choix d’écriture de 'auteur : du ton, de la séquence

d’introduction et des exemples utilisés.

4 Visual Group Theory (Carter)

Dés un premier survol du livre de Nathan Carter (CARTER, ), le contenu se dé-
marque par la séquence d’introduction de concepts trés différente de celles qu’il est
possible d’observer dans des cours classiques. Cette sous-section présente une analyse
comparative de certains choix de séquences et s’attarde principalement a I'impact
qu’une séquence peut avoir sur 'apprentissage des étudiants. Les difficultés identi-
fiées par Lajoie ont été observées chez des étudiants ayant suivi un cours classique.
De plus, plusieurs difficultés identifiées par Lajoie sont externes et donc reliées aux
contextes dans lesquels I'apprentissage du concept est réalisé. L’externalité des diffi-
cultés implique donc que la séquence pédagogique utilisée pour enseigner les concepts
peut avoir un impact sur la compréhension des étudiants. Ainsi, la sous-section ci-
dessous présente comment une séquence différente pourrait éventuellement contourner

certaines de ces difficultés.

4.1 Analyse comparative de séquences pédagogiques

Lorsque vient le temps de choisir la structure d’un cours, 'ordre d’introduction de
certains concepts s'impose. Par exemple, il est implicite que les groupes seront abor-
dés avant les sous-groupes, ou que la notion d’ordre sera abordée avant le théoréme
de Lagrange, ces concepts étant fortement liés entre eux. Cependant, ’'ordre de pré-

sentation n’est pas aussi évident pour d’autres concepts; 'ordre de présentation des
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générateurs, des groupes cycliques et des tables de multiplication est déja beaucoup

moins clair.

Les professeurs d’algébre sont portés a déconstruire le contenu du haut vers le bas
pour choisir la structure de leurs cours. On peut voir cette fagcon de structurer le cours
comme pyramidale, c¢’est-a-dire qu’ils partent des « beaux » résultats a démontrer
et identifient les concepts qui doivent étre acquis pour y parvenir, puis répétent ce
processus jusqu’a ce qu’ils se rendent aux concepts élémentaires du champ d’étude

(voir la Figure 2).

Beau résultat 2

FI1GURE 2 — Construction de cours d’algébre classique.

Une fois la décomposition réalisée, la séquence la plus utilisée est une remontée de la
pyramide. Dans I'exemple de la Figure 2, cela consisterait a présenter les définitions
1 & 16, en alternance avec les concepts lorsque les préalables ont été présentés et fina-
lement les « beaux » résultats. Dans un cours d’introduction a la théorie des groupes,
les « beaux » résultats en question sont souvent le théoréme de Lagrange et les trois
théorémes d’isomorphismes. L’ordre de présentation des concepts est strictement lo-
gique et la séquence choisie est une voie directe vers la démonstration des résultats

recherchés.

Les choix de séquences utilisée par Carter s’apparentent difficilement a une remontée
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de décomposition pyramidale comme pour les cours classiques. Dés le début du livre,
I'objectif est clair : 'auteur veut familiariser le lecteur a I'algébre. Ainsi, il porte une
attention particuliére aux liens entre les différents concepts de fagon a développer
une compréhension globale solide des concepts de base du domaine. La structure de
séquence d’introduction est présentée dans la Figure 3. L’objectif final n’est donc pas
certains théorémes ou résultats, mais plutot de construire une compréhension globale

solide que le lecteur pourra réutiliser par la suite.

Manipulation d'exemples

Introduction non-formelle
Graphe de Cayley

Intuition

COMPREHENSION
GLOBALE

Concept &
Deéfinition

FIGURE 3 — Structure de la séquence d’introduction de Carter.

4.2 Impact de la construction de Carter sur les difficultés iden-
tifiées par Lajoie

Les cours de deux enseignants d’algebre de I’Université Laval ont été choisis afin de
comparer leur séquence d’introduction avec celle élaborée par Carter. Une synthése de
cette analyse comparative est présentée dans la figure 4. Les trois grandes différences
entre ces séquences sont liées au concept de groupe, de sous-groupe et d’homomor-

phisme.

28



Cours 1 Cours 2 Livre de Carter
Concept de groupe
Genérateurs

Idée de symétrie
@ @ Diagramme de Cayley
Isomorphisme : idée via des graphes

de Cayley de structure semblable

Pourquoi étudier les groupes
Table de multiplication

DEFINITION FORMELLE DE GROUPE

Groupe cyclique

Ordre d'un groupe

Orbites

Groupes abéliens

Groupes dihedraux
Groupes symefriques

Groupes alternés
Théoréme de Cayley

Régularité

DEFINITION FORMELLE DE S0US5-GROUPE

Exemples de groupes
Propriétés de groupes
Semi-groupe

Exemples de groupes
Propriétés de groupes

Groupe engendré
Centre de groupe
Centralisateur
Groupe cyclique
Générateurs
Ensembles générateurs
Groupe symétrique
Groupe dihgral
Signature de groupe
Groupe alterné

Groupe engendré
Ordre de groupe
Groupe cyclique
Ordre d'un élément
Générateurs
Groupe non abélien
Groupe symétrique

Classes

Classes
THEOREME DE LAGRANGE
Sous-groupes normaux
Produit direct
(%) Relation d'équivalence Produit semi-direct

Groupe quotient
Conjugaison

HOMOMORPHISME

FIGURE 4 — Analyse comparative de différentes séquences d’introduction.
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Il est possible de remarquer ’absence de notions présentées préalablement a la défi-
nition formelle de groupe dans le cas des cours 1 et 2. A T'opposé, Carter lui utilise
plutét une séquence qui comprend plusieurs notions avant de présenter la définition
formelle de groupe. La séquence développée par Carter nécessite 'idée de structure
algébrique et de symétrie. Ces idées sont toutes les deux absentes du début des cours
1 et 2; et, pourtant, sont directement liées & celle de groupe. Ainsi, avant d’énoncer
une définition formelle du concept de groupe, Carter inclut ’exploration d’un exemple
et aborde déja les générateurs afin de développer 'intuition de structure de groupe.
Carter inclut aussi une motivation de I’étude de cette théorie en développant 'idée de
symétrie, en présentant des représentations visuelles et en incluant plusieurs applica-
tions. Finalement, une définition formelle est présentée aprés avoir permis au lecteur

de manipuler les représentations de plusieurs groupes.

La premiére difficulté identifiée par Lajoie était la difficulté & déterminer un ensemble
de critéres suffisants pour étre un groupe. Tel que présenté dans la premiére section,
une piste d’explication pour cette difficulté se trouve a méme la forme de la défini-
tion de groupe. Faute d’intuition, les étudiants tentent d’appliquer une définition en
trois criteres, délaissant souvent ’associativité. La séquence de Carter, s’apparentant
plus & une introduction progressive, permet aux lecteurs de construire leur schéma de
groupe a travers la manipulation d’exemples et les différentes représentations. Ainsi,
ils peuvent développer leur intuition et lorsque vient la définition formelle de groupe
ils ont déja la possibilité de lier les différentes composantes de la définition a 1’étude
réalisée de différentes structures. L’intuition développée par cette séquence pourrait
aider a contourner la difficulté des étudiants & établir une liste de critéres suffisants

pour étre un groupe.

Les autres difficultés identifiées par Lajoie pour le concept de groupe sont fortement
liées au role que jouent les groupes de nombres dans les cours classiques. L’approche
des cours classiques repose principalement sur des groupes numériques ou de matrices.
A l'opposé, Carter développe le concept de groupe via différents groupes dont plusieurs
de transformations géométriques. Choisir d’inclure des groupes de transformations,

plus tot dans la séquence d’introduction, pourrait étre suffisant pour contourner ces
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difficultés. Cette séquence peut aussi contribuer & rendre I’étude de la théorie des
groupes moins artificielle en étant plus proche de la démarche utilisée historiquement

pour le développement de ce domaine mathématique.

Lajoie ne s’est pas intéressée au concept de générateur dans sa thése. Cependant,
les différences de position de ce concept dans les séquences d’introduction étudiées
valent d’étre soulignées. Dans les cours classiques, les générateurs sont abordés aprés
la présentation formelle de groupes, de sous-groupes, d’ordre, de centre, etc. Carter
présente l'idée de générateur avant méme une définition formelle de groupe. Cette
notion est intuitive et son utilisation pour comprendre la structure ou la construction
de groupes est intéressante. Carter réutilisera la notion de générateur afin de présen-
ter les diagrammes de Cayley qui joueront un réle important dans le développement

des autres concepts.

On remarque qu’aprés la définition formelle et quelques exemples de groupes, les
cours 1 et 2 poursuivent avec les propriétés de groupes, la définition de sous-groupe,
les groupes engendrés et les groupes cycliques. Il est possible de voir cette séquence
d’introduction comme la suite logique d’une séquence construite en s’appuyant sur

une décomposition pyramidale.

Carter, lui, enchaine plutét avec une présentation détaillée de plusieurs familles de
groupes en commencant avec les groupes cycliques puis les groupes non abéliens, di-
hédraux, symétriques et alternés. Pour chacune de ces familles, il réalise une étude dé-
taillée en introduisant les concepts qui se présentent de fagon naturelle. Par exemple,

a travers 1’étude des groupes cycliques, il présente la notion d’ordre et d’orbite.

Pour étre en mesure de saisir la portée de la méthode d’introduction présentée par
Carter, il est essentiel de garder en mémoire I'ordre des concepts abordéspar celui-ci.
En effet, Lajoie a identifié plusieurs difficultés relatives au concept de sous-groupe
dont la difficulté de définir une liste de critéres suffisante pour étre sous-groupe et

la difficulté de comprendre la relation entre 'ordre d’un élément, 'ordre d’un sous-
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groupe et l'ordre d’un groupe. Carter présente le concept de sous-groupe via l'idée
de groupe cyclique, qui a été déja travaillée, et a travers les représentations visuelles
des groupes qu’offrent les graphes de Cayley. Les représentations utilisées par Carter
permettent facilement de mettre en évidence les sous-groupes d’un groupe donné,
en ne posant aucune ambiguité sur la nature de la loi de composition. La recherche
de sous-groupes se fait plus naturellement en ayant préalablement développé une
compréhension des groupes cycliques et des orbites. Ainsi, des liens entres différents
concepts peuvent étre plus aisément réalisés. Ainsi, il est facile de supposer que cette
séquence pourrait éviter la difficulté des étudiants & identifier une liste de critéres
pour étre un sous-groupe. Les erreurs fréquentes des étudiants relativement a cette
structure sont liées a une incertitude de la loi de composition & considérer, ou encore

sur la fermeture du sous-groupe.

Sans étudier la séquence pour tous les autres concepts, il est facile de repérer les
mémes stratégies d’introduction. Tant pour les notions de générateur, d’ordre ou
d’isomorphisme, Carter inclut une premiére présentation trés tot dans sa séquence
et fait de nombreux liens avec ces concepts avant de les présenter formellement. De
plus, il utilise les opportunités d’introduction naturelles que lui permettent les repré-
sentations visuelles préalablement présentées, notamment les graphes de Cayley qui

seront abordés en détails dans la prochaine section du présent essai.

Il est possible de voir certaines similarités dans les causes des difficultés identifiées par
Lajoie. En effet, plusieurs découlent d’'un manque d’intuition, comme les difficultés a
identifier les critéres suffisants pour étre un groupe ou un sous-groupe. Elles peuvent
découler de liens insuffisants entre les concepts, par exemple les difficultés & voir la
relation entre I’ordre d’un groupe, d’un sous-groupe et I’ordre d’un élément ou entre les
différents types de groupes. Elles peuvent aussi découler d’un manque de motivation,
comme la difficulté & voir une utilité au concept d’isomorphisme ou & donner au terme
semblable la définition que lui donnent les experts. Toutes ces sources potentielles de
difficultés peuvent étre contournées par une séquence d’introduction comme celle de
Carter. Cette séquence met 'accent sur les relations entre les concepts, inclut une

motivation pour I’étude de cette théorie et laisse place au développement de I'intuition
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de I'étudiant. Ainsi, il est possible de conclure que le choix de séquence peut avoir
un impact important sur la compréhension globale de I'é¢tudiant et que la séquence
développée par Carter pourrait éviter plusieurs difficultés éprouvées par les étudiants

suivant un cours classique.

4.3 Introduction de la notation

Les cours classiques d’introduction a la théorie des groupes utilisent directement la
notation développée pour ce domaine des mathématiques. Par exemple, on parle d'un
groupe (G, -),- une loi quelconque, de l'inverse g~!, de I’élément neutre e, etc. et ce,
déja dans la définition de groupe. L’étudiant se familiarise par exposition intensive
a cette nouvelle notation. L’essence méme de cette notation réside dans son carac-
tére abstrait qui la rend particulierement flexible. Cependant, ’apprentissage de cette
théorie étant déja de grande envergure, ’ajout de 'apprentissage de la manipulation

de la nouvelle notation peut étre une difficulté supplémentaire si tét dans le cours.

Etant donné la non-familiarité des étudiants avec ce concept, la notation abstraite
peut rendre ’abstraction du concept de groupe encore plus grande. Tel que mentionné
par Hazzan dans la section 3.2, plus 'expérience d’une personne avec un concept est
grande, plus elle peut faire des liens avec d’autres concepts et plus celui-ci lui parait
concret. Or, dans un cours classique, aucune expérience ne peut venir en aide aux étu-
diants. Lorsqu’ils essaient de réduire I'abstraction, ceux-ci vont tenter de se ramener
a des concepts connus et donc inévitablement se ramener aux groupes de nombres,

ensembles avec lesquels ils sont familiers.

Carter commence la présentation de 'idée de groupe par une discussion dépourvue
de la notation associée aux groupes. A travers les sections, il introduit peu & peu cer-
taines notations. Par exemple, aprés I'introduction des graphes de Cayley, il présente
certains groupes avec leur notation associée (voir la figure 5). Le lecteur peut donc
ancrer la notation a sa représentation via les graphes de Cayley. Grace aux tables de
multiplication, il utilise la notation sous forme d’équation qui suit naturellement sans

poser de défi supplémentaire. Puis finalement, il introduit la notation relative aux in-
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verses, a I’élément neutre ou encore reliée a 1’associativité en présentant la définition

formelle de groupe.

En aucun cas le décalage de l'introduc- =

tion de la notation a été un obstacle a

la séquence d’introduction de concepts 3
utilisée par Carter. L’auteur profite plu- / \
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des représentations visuelles. Ainsi celle-
FIGURE 5 — Analyse comparative de diffé-

ci répond & la difficulté identifiée par rentes séquences (CARTER, 2009, p.22).

Hazzan.

5 Analyse d’outils

La présente section vise & présenter de fagon plus détaillée certains outils utilisés par
Carter dans son livre Visual Group Theory (CARTER, 2009). L’auteur a su identifier
différents objets porteurs de plusieurs notions d’algébre, mais qui sont aussi manipu-
lables et visuels. Dans un premier temps 1'utilisation du cube Rubik sera discutée et
comparée a celle que d’autres enseignants ont réalisé. Puis, le restant de la section

sera consacré aux graphes de Cayley, qui ne sont généralement pas abordé dans les
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cours d’introduction & la théorie des groupes classique. Ces diagrammes sont par-
ticuliérement versatiles et Carter leur accorde un réle important dans sa séquence
d’introduction. Les critéres développés dans la premiére section constituent la ligne

directrice de la présente analyse et sont donc rappelés ci-dessous :

Grille d’observation

1. Comment l'outil est-il introduit ?
2. Quels sont les applications ou les liens potentiels avec d’autres concepts ?

3. Comment cela répond-il aux difficultés identifiées par Lajoie et Hazzan ?

5.1 Cube Rubik

L’utilisation du cube Rubik est intéressante compte tenu qu'une grande majorité des
étudiants ont préalablement eu ’occasion de le manipuler. Ainsi, aucune introduction
particuliére n’est nécessaire. On retrouve d’ailleurs dans la littérature plusieurs profes-
seurs ou chercheurs, notamment Carter (CARTER, ), Mulholland (MULHOLLAND,

), et Cornock (CORNOCK, ), qui se sont intéressés a I’ajout d’une explora-
tion de ’algébre du cube Rubik dans le contenu du premier cours d’introduction a la
théorie des groupes. Développant différentes facettes de 'apprentissage avec le cube

Rubik, ils ont permis de réaliser une certaine critique de 1'utilisation du cube Rubik.

Les étudiants de Sheffield Hallam University ont suivi un cours pilote dans lequel
ce jeu était le protagoniste et a été utilisé tout au long du cours (CORNOCK, ).
Ceux-ci ont suivi un cours reposant presque uniquement sur le cube Rubik, par une
approche le plagant au cceur de la séquence d’apprentissage. En effet, pour chacun des
concepts une premiére présentation était réalisée via le cube. Cette approche permet
aux étudiants de raffermir leur confiance et de développer leur intuition — en plus de
donner la possibilité aux étudiants d’apprendre par la découverte, I’apprentissage par

la découverte favorisant la motivation des étudiants (BALIM, ).

Les étudiants ayant suivi ce cours ont vraiment apprécié cette approche et affirment

avoir mieux retenu le contenu du cours. Par contre, cette approche demande beau-
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coup de temps et tous les résultats importants de la théorie des groupes n’ont pas
nécessairement de belle représentation avec le cube Rubik. Finalement, un des objec-
tifs du premier cours d’introduction & la théorie des groupes est d’amener ’étudiant
a manipuler les représentations abstraites de groupes. Cette approche s’éloigne de cet
objectif par sa concentration sur le cube Rubik. Les conséquences de cette approche
sur les difficultés identifiées par Lajoie ne sont pas évidentes en raison d’un manque
d’informations sur les démarches utilisées au sein du cours. Il est toutefois possible
de supposer que cette approche peut contribuer a I'identification de critéres pour étre
un groupe ou un sous-groupe en raison de 1’étude approfondie qui est réalisée du cube
Rubik.

Les démarches utilisées par Mulholland (MULHOLLAND, ) et Carter pour l'in-
troduction du concept de groupe sont plutdt semblables. Les approches développées
par ces deux professeurs se distinguent dans 1'utilisation du cube Rubik dans I'intro-
duction d’autres concepts. En effet, Mulholland garde une place importante au cube
Rubik dans ses notes de cours, alors que Carter 'utilise comme premier exemple et

le délaisse rapidement pour les diagrammes de Cayley.

Le premier chapitre du livre de Nathan Carter utilise le cube Rubik comme premier
exemple dans l'intention d’introduire la structure de groupe. L’auteur réalise une ex-
ploration du cube qui donne un premier apercu de I’étude a faire d’un systéme pour
parvenir a en extraire un groupe. Sans énoncer une définition formelle, il présente
plutét des observations du comportement du cube qu’il généralise ensuite en critéres
pour étre un groupe. Il est important de remarquer que l'auteur aborde les mouve-
ments de base du cube, soit les rotations des 6 faces, et ameéne le lecteur a considérer
ces mouvements comme générateurs de toutes les transformations possibles du cube.
Ainsi, plutot que de tenter d’appliquer une définition formelle aux exemples, cette
approche permet aux étudiants de développer leur intuition et de comprendre com-
ment un groupe se comporte en faisant ressortir la structure du groupe de I'exemple.
Ils ont la possibilité de se construire une représentation mentale en internalisant les
transformations physiques qu’ils appliquent sur le cube Rubik et ainsi construire leur

compréhension « objet » du concept de groupe.
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La manipulation du cube Rubik est intuitive. Un autre objet aurait pu étre utilisé
ici, les bénéfices de cette séquence ne reposant pas sur le cube Rubik, mais plutot sur
I'utilisation d’un premier exemple ayant une représentation visuelle et manipulable.
Toutefois, le cube Rubik n’est pas commutatif, et montrer son associativité n’est pas
évident. Sachant que l’associativité est souvent tenue pour acquise par les étudiants
qui développent une trop grande familiarité avec les groupes de nombres, 'utilisation
d’un objet n’ayant pas de « belles » propriétés peut étre une décision judicieuse. Ce
choix d’exemple peut donc contribuer & contourner la premiére difficulté identifiée
par Lajoie en donnant la possibilité aux étudiants de lier le comportement du cube
Rubik aux critéres nécessaires pour étre un groupe en associant le concept a un pre-
mier exemple ol I'associativité n’est pas implicite, et en permettant aux étudiants de

développer I'intuition des étudiants face aux critéres pour étre un groupe.

De plus, le cube Rubik est un exemple de groupe ot les éléments sont des transfor-
mations géométriques. La troisiéme difficulté identifiée par Lajoie est précisément la
difficulté a considérer les transformations géométriques comme éléments d’un groupe.
Développer la compréhension du concept de groupe a travers le cube Rubik, plutot
que de le représenter avec des groupes de nombres, est un choix judicieux. En réalisant
le développement du concept via une étude approfondie du cube, I’étudiant développe
une aisance considérable avec ce groupe. Durant leur parcours académique, les étu-
diants ont beaucoup eu & manipuler les ensembles de nombres, développant ainsi
une trés grande familiarité de leur comportement. Ainsi, la transition des groupes de

transformation vers les groupes de nombres sera facile.

Dans le cadre d'un cours réalisé a ’Université Concordia sur le design de taches
mathématiques, j’ai pu réaliser une petite expérimentation sur l'utilisation du cube
Rubik. L’objectif était de comparer deux exemples pour 'introduction au concept
de groupe : le cube Rubik et le SWAP. Le SWAP se joue en permutant les chiffres
1 4 5 deux a deux, jusqu’a ce qu’ils retournent dans l’état initial (voir la Figure 6).

Il s’agit d’un jeu simple mais suffisant pour présenter le concept de groupe. Aprés
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une introduction d’environ 5 minutes sur la notion de groupe, une feuille avec trois
questions a été remise a chaque étudiant dont cing ont eu a travailler avec le SWAP et
les cing autres avec le cube Rubik. Cette expérimentation est biaisée par sa réalisation
sur 10 étudiants gradués intéressés par 1’enseignement des mathématiques, malgré

tout il est possible de soulever quelques pistes de réflexion.

FIGURE 6 — Etat résolu du SWAP.

Les étudiants qui travaillaient avec le SWAP étaient peu intéressés par leur tache et
portaient beaucoup d’attention sur ceux qui travaillaient avec le cube Rubik et qui
étaient vraiment impliqués dans leur tache. Une explication possible réside dans la
composante colorée et captivante du cube Rubik. Impliquer activement les étudiants
dans la situation d’apprentissage est chose facile avec ce jeu. Il peut étre attrayant
pour le professeur d’utiliser le Rubik pour la transition vers I’étude du concept de
groupe complétement abstrait. Or, 'analyse des réponses des étudiants lors de cette
petite expérimentation fait ressortir la complexité du cube Rubik. Malgré une grande
distraction, les étudiants qui ont travaillé avec le SWAP ont réussi a identifier la struc-
ture de groupe du jeu, alors que peu des étudiants travaillant avec le Rubik y sont
parvenus. Les nombreuses composantes du cube Rubik ont été source de difficultés et

les étudiants ont eu du mal a identifier sur quelles composantes porter leur attention.

Les conclusions possibles suite a cette expérimentation sont trés limitées étant donné
son contexte tres particulier. Cependant, le travail réalisé & Concordia et 1’étude des
notes de cours de Mulholland que j’ai réalisé lors de mon projet de fin d’études me
permettent de tirer des conclusions trés similaires. En effet, Mulholland utilise le cube
comme transition vers un cours plus classique, en introduisant la notation associée a la
théorie des groupes rapidement, mais en s’intéressant particulierement aux résultats
d’algébre pouvant contribuer a la résolution du cube Rubik. Ce faisant il introduit
une représentation abstraite du cube Rubik qui demande un travail considérable et

dont la manipulation n’est pas évidente.
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Ainsi, la complexité du cube Rubik, quoique captivante et engageante, pose plusieurs
limites. Pour travailler avec le cube tout le long d’un cours d’algebre, les étudiants
doivent étre en mesure de le résoudre assez rapidement. En effet, les observations a
partir d’un cube non résolu ne sont pas évidentes, il faut donc constamment se rame-
ner a un état résolu. De plus, un des objectifs du cours est d’amener les étudiants a
travailler avec les représentations abstraites de groupes. La représentation abstraite

du groupe du cube Rubik telle que développée par Mulholland est trés limitante.

Enfin, le cotit d’introduction de cet outil est minime et rend le cube Rubik un choix
intéressant pour une premiére introduction au concept de groupe, a condition que son
utilisation soit dirigée. Au-dela de cette utilisation, le cube Rubik est une ressource
avec beaucoup de limitations a prendre en considération avant de l'inclure dans un

cours portant sur la théorie des groupes.

5.2 Diagrammes de Cayley

Les diagrammes de Cayley ne font pas partie du contenu d’un cours classique sur
la, théorie des groupes (CHAPDELAINE, : LEI, : CORTELLA, ). Carter,
lui, les inclut des le deuxiéme chapitre, alors qu'uniquement une idée informelle de

groupes a été abordée.

Pour les présenter, I’auteur poursuit I’exploration du cube Rubik débutée au premier
chapitre en s’attardant maintenant & ce qui rend sa résolution difficile. En effet, par-
venir a identifier la séquence de mouvements pour se rendre & la solution n’est pas
facile, car les interactions entre ceux-ci ne sont pas toujours évidentes. De plus, le
nombre de configurations du cube Rubik est important (4x10%). Carter aborde I'idée
d’une carte qui permettrait de situer ou se trouve la configuration d’un cube «non
résolu» par rapport a la solution et qui pourrait nous guider en dictant les étapes

vers la solution, tel un GPS de voiture.
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Dans le cadre de ce jeu, cette carte Fuie 12 A e

pourrait prendre la forme d’un diction-

Cube front Cube back

naire : sur chaque page serait repré-
sentée la distance en termes de mou-
vements jusqu’a la solution, ainsi que
les conséquences que chaque mouve-

ment possible aurait sur notre confi-

guration. Une page de ce diction-
naire a été créée par Carter et elle "

e 15 steps from the solution

est présentée dans la Figure 7. Une

Face Direction Destination page Progress

telle carte n’est pas envisageable dans
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le cas du cube Rubik étant donné frens | Comterclockowins | 12, 14,790.56 bl Mg

le nombre de configurations possibles.

C’est pourquoi, 'auteur fait la transi- ,

vunterclockwis:

tion avec un deuxiéme jeu, « le rec- Leh |
Right Clockwise 16, 342, 598, 151,967, 155,421 Farther from

tangle ». Ce jeu, trés simple, consiste

a appliquer des réflexions horizon- =~ [ 35,275, 154, 257,288 472,234 | Cloter wikciet 0l
. . ' [ . aileia |
tales et verticales & un rectangle | Top | Commerclockweinh | 33,478,475, 657 LRS00, 208 | Fucibor fiesisoc s
| Hlll-lm | Clockwise 20), 625, 256, 145, 628, 342

|
1
l | Bottoen I Counterclockwise [ 7,978, 947, 168, 773, 308,

dont les coins ont été numérotés jus-

qu’au retour vers sa configuration ini-

tiale. FIGURE 7 — Carte du cube Rubik
(CARTER, 2009, p. 13).

Démontrant rapidement que ce nouveau

jeu est aussi un groupe, 'auteur explore les différentes configurations afin de tracer
une carte du jeu. Ce faisant, il parvient au schéma de gauche de la figure 8 . Celui-ci
présente toutes les configurations et tous les chemins possibles entre celles-ci. Avec
ces observations, 'auteur définit le schéma de gauche de la figure 8. comme étant un

diagramme de Cayley.

Enfin, I'auteur présente un autre exemple avec deux interrupteurs, exemple ayant
un diagramme de Cayley dont la structure est la méme afin d’amener le lecteur a

abstraire 1'idée de carte vers un diagramme de Cayley plus général (i.e. graphe de
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FIGURE 8 — Diagramme de Cayley pour le rectangle et pour Kj.

Cayley) comme le diagramme de droite de la figure 8. Dans ce diagramme, les confi-
gurations du double interrupteur et les deux opérations possibles (changer la position
de I'un ou l'autre interrupteur), sont respectivement représentées par les cercles et
les traits de différentes couleurs. A travers les exercices de fin de chapitre, auteur
fait retravailler les contextes des exercices du chapitre 1 en demandant au lecteur de

tracer les diagrammes de Cayley pour chacun d’eux.

Le cotit d’introduction en termes d’investissement de temps reste trés faible, le lien
avec 'idée de carte étant vraiment évocateur. La pertinence d'un diagramme de Cay-
ley pour le jeu du rectangle n’est pas claire, cependant I'introduction via le cube Rubik
rend I'étude de ces diagrammes beaucoup plus légitime. Le diagramme de Cayley est
un outil particuliérement intéressant parce qu’il encode la structure de groupes. Il
propose aussi une représentation visuelle qui expose les relations entre les éléments
des groupes. Carter utilise ces diagrammes particuliérement versatiles comme outils
pour différentes notions, notamment le concept de groupe, de sous-groupe et d’iso-

morphisme.

5.3 Groupe

Le travail réalisé par Carter dans le début du chapitre 2 de Visual Group Theory
est porteur de plus qu’une présentation des diagrammes de Cayley. Carter familiarise

aussi le lecteur avec la structure de groupe. En algébre on parle plutot de graphes de
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Cayley que de diagramme. On définit ces graphes de la fagon suivante :

Soit G un groupe et S une partie génératrice de G. On construit le graphe de Cayley

de G comme suit :

— A chaque élément g; on associe un sommet s;
— A chaque élément s; on associe une couleur ¢;

— Il y a une arréte dirigée de couleur ¢; de g1 vers gs si go = g1 * S;

Cette définition est hors de portée du lecteur en raison de la terminologie associée aux
graphes qui est utilisée ou encore par 'idée de partie génératrice qui est prématurée
compte tenu de la séquence de Carter. Choisir de présenter les diagrammes de Cayley
peut étre justifié par la compréhension que le lecteur doit développer en prévision du
role que leur accorde 'auteur. De plus, les diagrammes sont plus proches du groupe
observé et donc plus concrets, car ils contiennent plus d’informations sur les éléments

et sur les actions.

Carter invite le lecteur a se construire un rectangle et a faire les manipulations lui-
méme. En analysant la démarche réalisée par Carter avec le cadre théorique développé
par Dubinsky, on remarque que l'auteur ameéne le lecteur & internaliser le comporte-
ment des transformations externes par des actions sur I'objet rectangle. Ceci permet
au lecteur de se créer une représentation mentale de la structure, mais surtout des
relations entre les différentes configurations du rectangle. Le lecteur sait que le jeu «
rectangle » est un groupe. Ainsi, cette exploration dirigée permet d’apprendre com-
ment les diagrammes de Cayley sont construits et aussi de mieux saisir les relations

entre les éléments du groupe.

Par d’autres exemples et surtout en encourageant 'identification de diagrammes de
Cayley pour différents groupes dans les exercices de fin de chapitre, le lecteur a 'oc-
casion de manipuler plusieurs diagrammes de Cayley. La familiarité développée avec
les diagrammes permet la transition vers les graphes de Cayley, représentation com-
plétement abstraite du groupe. Ainsi, I'objet que manipule le lecteur évolue et passe

d’un objet externe : le rectangle, au diagramme de Cayley directement associé au
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groupe qu’il représente, puis au graphe de Cayley n’encodant plus que la structure

du groupe (voir figure 9).

1 2 2 1
-
1 2 3 4 4 3
—t .
3 4 4 3 3 4
-
2 1 1 2

FIGURE 9 — Evolution de la conception objet de 1’étudiant.

Sans adresser directement la premieére difficulté identifiée par Lajoie, soit la difficulté
a identifier des critéres suffisants pour étre un groupe, I'ajout des diagrammes de
Cayley a la définition formelle pourrait contribuer a la contourner. En effet, Carter
poursuit le développement de la compréhension du concept de groupe en associant

une représentation aux composantes essentielles pour étre un groupe.

Comme préalablement mentionné, cette représentation met en évidence les relations
entre les éléments. Ainsi, cela facilite l'identification de I’élément neutre, méme dans
le cas de groupes ot celui-ci est moins évident, par exemple dans un groupe de classes
résiduelles : comme le groupe qui a mené a l'identification de la deuxiéme difficulté
de Lajoie. L’élément neutre de (G3, x) ou G3 = 2, 4, 6, 8 C Zjq est 6. Considérons le
diagramme de Cayley associée & G5 de la figure 10. Pour ce diagramme, une couleur
et un motif de ligne ont été associé a chacun des éléments. Par exemple, I’élément 2 et
I’élément 4 ont été respectivement représentés par des tirets gris pales et des pointillés
bleu clair. De la méme fagon, chacune des 4 opérations possibles dans ce groupe ont
été représenté des fleches de mémes couleurs et motifs que ’élément par lequel on

réalise la multiplication. Par exemple, la multiplication par 6 (fléches pleines bleues
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foncées) renvoit chaque élément vers lui-méme.

M

M

@

FIGURE 10 — Diagramme de Cayley pour Gjs.

Dans I’étude de Lajoie, plusieurs étudiants ont éprouvé de la difficulté avec ce groupe,
car ils s’attendaient a ce que 1’élément neutre soit 1 ou 0, étant donné la nature nu-
meérique du groupe. Une fois le diagramme de G3 tracé (voir la figure 10), il est
légitime de supposer que les étudiants n’éprouveraient pas la méme difficulté, 'effet
de I’élément neutre étant trés visuel en envoyant I’élément sur lui-méme. Ainsi, cette

représentation pourrait contourner la deuxiéme difficulté de Lajoie.

Finalement, les diagrammes de Cayley offrent une représentation qui s’applique a
tous les groupes ayant un nombre de générateurs fini, autant les groupes numériques
que ceux de transformations. Les derniéres difficultés identifiées par Lajoie sont les
difficultés a considérer les transformations comme les éléments d’un groupe ou a per-
cevoir des groupes abstraits autrement qu’en termes de groupes numériques. Les re-
présentations visuelles qu’offrent les diagrammes et les graphes de Cayley permettent
d’exposer les étudiants a de groupes de différentes natures et ainsi a éviter d’accorder

un role central aux groupes de nombres.
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5.4 Sous-groupe

Carter introduit la notion de sous-groupe en utilisant les groupes cycliques et les
orbites, ces concepts ayant été abordés préalablement. Carter définit la notion d’or-
bite comme des groupes cycliques inclus dans le groupe observé. De facon générale,
les orbites sont présentées sous la forme d’une liste entre accolade. Ici, 'auteur les
utilise comme préambule aux sous-groupes en utilisant le fait qu’ils sont des sous-
groupes ayant une structure particuliérement simple et facilement repérable dans les
diagrammes de Cayley. Ainsi, une fois rendu a aborder 'idée de sous-groupe, Carter
peut réinvestir la structure d’orbite en affaiblissant le critére, les sous-groupes étant
des groupes inclus dans le groupe, mais plus nécessairement cyclique. Dans la figure
11, on peut observer d’une part le diagramme de Cayley de S3, puis la liste de ses
orbites et finalement un réarrangement du diagramme de Cayley de facon a mettre

en évidence toutes les orbites du groupe.

Elément  Orbite o
r {e,r r?} o e
r? {e.r”r} ‘. ’
f {e.1} °

fr {e fr}

i {e, i} o o

FIGURE 11 — Diagramme de Cayley pour S3 et ses orbites.

L’introduction via les orbites suggére I'idée de structures emboitées dans 1’esprit des
étudiants et I'élargissement du concept d’orbites a celui de sous-groupes se fait na-
turellement. Ainsi, le cott d’introduction des sous-groupes via les diagrammes de
Cayley est minime et implique un autre concept vu en classe, ce qui rend cette ap-
proche particulierement intéressante. Cette représentation permet aux étudiants, une
fois encore, d’établir des relations entre les concepts. La représentation visuelle jume-
lée a la définition contribue certainement a augmenter la rétention des étudiants. De
plus, les graphes de Cayley facilitent 'identification de sous-groupes, en permettant

de mettre en évidence méme les sous-groupes les moins évidents. Dans la figure 10,
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certains sous-groupes ont été volontairement mis de I'avant. Aussi, une réorganisation
du graphe de Cayley peut contribuer a voir les sous-groupes d’un groupe donné. Par
exemple, dans le cas du groupe G = (Cg, +), on peut identifier plusieurs ensembles de
générateurs qui peuvent étre utilisés pour tracer le graphe de Cayley. Dans la figure
13, on peut observer les différents graphes de Cayley correspondant a ’ensemble de

générateurs choisis.

e e )

i

- r

FIGURE 12 — Certains sous-groupes de Ss.

Relativement au concept de sous-groupe, Lajoie a identifié la difficulté & déterminer
un ensemble de critéres suffisants pour étre un sous-groupe. Cette difficulté s’exprime
principalement par la correspondance que les étudiants font entre « ensemble versus

sous-ensemble » et « groupe versus sous-groupe ». Les étudiants se concentrent prin-

Ce=<I1> Ce = <5>

FIGURE 13 — Graphe de Cy en fonction de différents ensembles de générateurs.
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cipalement sur le fait que le sous-groupe est composé d’un sous-ensemble et ne se
concentrent pas sur l'effet de la loi de composition sur ce sous-ensemble d’éléments.
De plus, le choix de la loi de composition du sous-groupe n’est pas évident pour cer-
tains en raison du role des ensembles de nombres et de la variété de loi de composition

qui peut s’y appliquer.

Les diagrammes de Cayley contournent tout questionnement sur la loi de composition
a considérer lors d’une recherche de sous-groupes en imposant la loi du diagramme.
L’identification a méme le graphe permet aussi de vérifier que le sous-ensemble d’élé-
ments est bien fermé pour 'opération. Ainsi, I'utilisation des diagrammes de Cayley

pourrait éviter cette difficulté.

De plus, Lajoie a identifié la difficulté des étudiants a établir une relation entre ’ordre
du groupe, l'ordre du sous-groupe et l'ordre d'un élément. On rappelle que I'ordre d'un
groupe et d'un sous-groupe est la cardinalité de I’ensemble de leurs éléments, alors
que 'ordre d’un élément est plutot le plus petit entier m, tel que 1’élément composé

avec lui-méme m-fois donne 1’élément neutre.

Les étudiants ont eu du mal & donner une définition de ces concepts, ou encore a
utiliser une procédure adéquate pour déterminer 'ordre d’un élément. L’utilisation
du terme « ordre » dans les trois concepts peut étre la source de la confusion des
étudiants qui n’ont manifestement pas développé leur compréhension de la relation

entre ces concepts. En effet, Lajoie précise :

« [...| pour établir cette relation, il faut d’abord voir que 'ordre d’un élément
correspond en fait & 'ordre du sous-groupe qu’il engendre |[...| »
(LAJOIE, , p-195)

L’ordre du sous-groupe engendré par un élément correspond précisément a la cardi-
nalité de son orbite. L’utilisation de la notion d’orbite comme introduction & celle

de sous-groupe a été déja discutée, mais cette contribution est majeure. En effet, les
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notions d’ordres sont préalables au théoréme de Lagrange, qui représente un résultat

important des cours d’introduction a la théorie des groupes.

Une fois la notion d’orbites présentée, les diagrammes de Cayley offrent une représen-
tation qui met en relation les ordres des différents éléments. Par exemple, en consi-
dérant le diagramme de Cayley de la figure 11, il est possible de déterminer ’ordre
de chacun des éléments en suivant les fleches, correspondant a ’action d’un élément,
de lui-méme jusqu’a I’élément neutre (ici ’élément neutre est 6). Ainsi, 'ordre des
éléments 2, 4, 6 et 8 sont respectivement 4, 2, 1 et 4. Les diagrammes de Cayley
permettent d’identifier I'ordre des éléments visuellement et de les mettre en relation
avec l'ordre du groupe et des sous-groupes. La possibilité de manipulation qu’offrent
ces diagrammes rend possible le développement de la compréhension des étudiants
qui sera essentielle a la présentation du théoréme de Lagrange. Bref, la séquence de
Carter combinée avec 1'utilisation des diagrammes de Cayley contribue certainement

a contourner les difficultés identifiées par Lajoie pour le concept de sous-groupes.

5.5 Isomorphisme

Au cours de son livre, Carter aborde I'idée d’isomorphisme une dizaine de fois avant
d’en introduire la définition formelle au chapitre 8. La premiére mention de ce concept
est réalisée dés le chapitre 2. En effet, son introduction des diagrammes de Cayley est
judicieusement choisie et il construit les diagrammes de deux groupes (voir les figures
14 et 15 ci-dessous) et ameéne le lecteur & considérer les similarités des structures, ces

deux groupes faisant partie de la famille de groupe de Klein.

Au cours des différents chapitres, il présente de nombreuses correspondances entre les
diagrammes de Cayley, notamment dans le chapitre 3 dont I'objectif est de fournir
une motivation de I’étude de 'algébre. Il y donne d’ailleurs une premiére définition

intuitive du concept d’isomorphisme :
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« In other words the Cayley diagrams of both groups have the same shape but with
different names on the node and arrows. When two groups have the same structure

we say they are isomorphic. »

(CARTER, 2009, p. 35)

L J

I Interrupteur 2 Interrupteur 2

I I Interrupteur 1 I I

FIGURE 14 — Diagramme de Cayley pour un groupe de deux interrupteurs.

v

1 2 2 1
—
Flip H
3 4 T |4 3
I Flip V I Flip V
3 4 4 3
Ap—
1 2 | FipH [ 2

F1GURE 15 — Diagramme de Cayley pour le rectangle et pour Kj.

Finalement, Carter introduit 'isomorphisme de fagon formelle aprés avoir réalisé une
étude détaillée des homomorphismes. Il porte une attention particuliére au fait que
deux groupes isomorphes peuvent avoir l'air différents d’aprés 'organisation de leurs
graphes de Cayley, mais I'isomorphisme entre les groupes confirme qu’ils ont la méme

structure. L’utilisation des diagrammes de Cayley pour le développement du concept
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d’isomorphisme ne nécessite aucune introduction supplémentaire ; I’étudiant a préa-

lablement pu en développer une compréhension suffisante.

Lajoie a identifié¢ 5 difficultés relatives au concept d’isomorphisme, notamment la
difficulté & donner a l'idée « d’étre semblable » l'interprétation des experts. Cette
difficulté s’exprime par la recherche de similarités externes, par exemple dans la na-
ture des éléments du groupe, choses qu’ils sont en mesure d’observer. Aucune atten-
tion n’est portée a la conservation de la structure du groupe. Les graphes de Cayley
peuvent contribuer & contourner cette difficulté en donnant la possibilité aux étu-
diants d’observer d’autres caractéristiques que la nature des éléments. Sans contribuer
a 'identification de I'isomorphisme entre les groupes, cette représentation permet aux
étudiants de développer leur intuition face au concept. En effet, les diagrammes de
Cayley permettent I'observation de similarités structurales donnant ainsi la possibi-
lité aux étudiants de vérifier une caractéristique essentielle du concept. De plus, tout
le travail d’introduction de Carter préalable & la définition formelle d’isomorphisme
contribue fortement a développer cette intuition et permet aux étudiants d’observer

plusieurs paires de groupe isomorphes.

La difficulté & démontrer formellement que deux groupes sont isomorphes a aussi été
identifiée par Lajoie. Encore une fois, faute d’intuition les étudiants tentent plutot de
trouver une contradiction et plusieurs abandonnent rapidement. Cette difficulté peut
étre expliquée par le fait que les étudiants n’ont pas intériorisé la définition d’isomor-
phisme et ne savent ni comment, ni quand le construire. Les diagrammes de Cayley
peuvent contribuer a convaincre ’étudiant de la similarité de structure entre deux
groupes et ainsi lui donner une intuition du « quand » construire un isomorphisme.
En effet, ils leur permettent de construire une premiére correspondance visuelle entre
les éléments et ainsi de se convaincre que les groupes sont isomorphes avant de tenter

d’identifier I'isomorphisme entre les groupes (voir la figure 16).

Finalement, les étudiants ont du mal a reconnaitre une utilité & ce concept, méme

dans le cadre de cours de théorie des groupes. Encore une fois, le fait que la compré-
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FIGURE 16 — Isomorphisme entre C3 et un groupe de nombres complexes.

hension est trés fragmentaire pour ce concept, mais aussi toutes les autres difficultés
éprouvées par les étudiants pour les concepts de groupe et de sous-groupe nuisent
a 'identification d’une utilité au concept. Aussi, la compréhension du concept d’iso-
morphisme des étudiants est encore a un stade processus pour la majorité. Pour
reconnaitre une utilité pour ce concept, il faut que I’étudiant puisse développer sa
compréhension schéma de ce concept. Carter construit le concept d’isomorphisme de
facon progressive en insistant sur la similarité des structures plutét que sur I'identifi-
cation de I'isomorphisme entre les groupes. Cette stratégie permet le développement
d’une compréhension plus générale du concept et contribuerait certainement & per-

mettre aux étudiants d’utiliser I'isomorphisme.
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5.6 Conclusion

Les diagrammes de Cayley tels que présentés par Carter dans le livre Visual Group
Theory représentent un outil a cotit d’introduction faible. Cet outil est directement
lié au contenu du cours d’algebre, de sorte que son introduction ne demande pas d’in-
vestissement de temps supplémentaire important. Les diagrammes de Cayley sont des
représentations versatiles que Carter utilise pour 'introduction de plusieurs concepts,
notamment les groupes, sous-groupes et isomorphismes tels que présentés dans la
section précédente. De fagon générale, il est possible de conclure que ces diagrammes

pourraient répondre & plusieurs difficultés identifiées par Lajoie.

Quoique centrée sur le livre de Carter, la présente section ne rend pas justice a toute
sa richesse, n’abordant que les chapitres 1, 2, 5, 6 et 8. Carter présente aussi les tables
de multiplication, qui sont un autre outil de visualisation intéressant pour I’étude de
la théorie des groupes. L’auteur utilise cette représentation et les diagrammes de Cay-
ley pour présenter plusieurs autres concepts qui n’ont pas été abordés ici notamment
les classes, les produits directs, les groupes quotients, le groupe de Sylow, la théorie de
Galois, etc. L’application de ces outils aux concepts énumérés ci-dessous n’a pas été
discutée dans le présent essai, mais ces outils offrent des représentations particuliére-
ment « jolies » qui seraient facilement ajoutées au contenu d’un cours classique. Par
exemple, la figure 17 est une illustration du théoréme fondamental d’homomorphisme
présenté avec le groupe Ay. Ce théoréme est souvent 'un des objectifs d'un cours
classique. Etre en mesure de représenter application d’un théoréme comme celui-ci
pour un isomorphisme donné par un diagramme comme celui de la figure 17 peut étre
un bon indicateur du niveau de compréhension de ’étudiant. En effet, pour élaborer

un tel diagramme, ’étudiant doit avoir développé un niveau de compréhension objet.

Finalement, Carter inclut aussi a la fin de chaque chapitre plusieurs dizaines d’exer-
cices réinvestissant les concepts abordés a ’aide des graphes de Cayley et des tables
de multiplication qui permettent aux étudiants d’approfondir leur compréhension et
de faire les liens entre les représentations et la notation abstraite de la théorie des

groupes.
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i Aq
" Ker(@)
i(aH) = pla) /

—- C3,/

aKer(p) aker ()

Figure 8.14. The Fundamental Homomorphism Theorem (Theorem 8.5) exemplified using the
group A4 and the quotient map ¢ whose kernel is the subgroup {e, x, y,z} of A4

FIGURE 17 — Le premier théoréme d’homomorphisme présenté avec le groupe Ay
(CARTER, 2009, p. 123)

6 Meéthodes d’enseignement alternatives pour la théo-

rie des groupes

En plus d’étre un défi important pour les étudiants, ’apprentissage de la théorie des
groupes est souvent déterminant pour 'attitude que ceux-ci développent envers les
mathématiques. En effet, Dubinsky souligne le désintérét de plusieurs étudiants en-
vers les mathématiques abstraites apres avoir suivi un cours en théorie des groupes
(DUBINSKY et al., 1994, p. 269). C’est pourquoi plusieurs chercheurs et professeurs

ont développé des outils, mais aussi des méthodes d’enseignement alternatives spécia-
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lisées pour ce domaine des mathématiques. Sans étre I’'objectif principal de cet essai,
certaines de ces méthodes valent d’étre connues afin d’étre prises en considération lors
d’une éventuelle construction de cours d’introduction a la théorie des groupes. C’est

pourquoi la section ci-dessous présente brievement certaines de ces méthodes.

6.1 FEtude de symétrie

Robert P. Burn, professeur & Adger College, a élaboré un cours d’introduction a la
théorie des groupes en le divisant en deux phases, la premiére consistant en une
é¢tude de la symétrie de différentes structures (Burn, 1998). Le choix de cette sé-
quence d’introduction s’inspire du fait que les théorémes relatifs a la composition de
transformations géométriques et de permutations sont valables sans que les groupes
soient explicitement mentionnés dans la discussion. Ainsi, les étudiants ont passé
environ 46 heures de cours & étudier la symétrie et & démontrer plusieurs résultats
pour différentes structures. Aprés avoir démontré les mémes résultats plusieurs fois,
pour chacune des structures, 1’enseignant a introduit le concept de groupe pour la
deuxiéme partie du cours. A ce moment, les étudiants avaient développé le besoin
d’une structure abstraite avec laquelle ils pourraient travailler plutét que de revenir
constamment a un cas précis. Le caractére général des démonstrations réalisées avec
le concept de groupe a suscité une grande satisfaction de la part des étudiants. Ceux-

ci avaient d’ailleurs une meilleure compréhension de la portée de ces résultats.

Cette approche est comparable & la démarche qui a engendré la théorie des groupes
d’un point de vue historique, en ne présentant pas les groupes comme des concepts
élémentaires, mais plutot en présentant la démarche pour se rendre a cette structure.
Cette méthode d’enseignement se distingue en étant moins artificielle, en permettant

aux étudiants de découvrir le besoin de la structure de groupe.

6.2 Approche constructiviste

Leron et Dubinsky ont développé une méthode constructiviste qui pourrait remplacer
un cours traditionnel de théorie des groupes. Une présentation de cette approche est

réalisée dans article An abstract algebra story (LERON et DUBINSKY, ). Les
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chercheurs sont convaincus que la méthode traditionnelle est problématique. En effet,

ils affirment que :

« We think that the lecture method is, for most students, quite ineffective. Worse
still it makes them feel stupid, alienated. Most students tell us that have very little
idea of what the lecture is about, even when it is delivered by a master lecturer.
And if you try, say a year later, to see how much was retained from the course,

you’'ll discover that it is close to nothing. »
(LERON et DUBINSKY, , Pp. 230-231)

Ainsi, ceux-ci proposent une méthode ou le langage de programmation ISETL est cen-
tral. Ce langage de programmation, développé par Jacob T. Schwartz (DUBINSKY,

) implique une charge de travail supplémentaire pour 'apprentissage d’ISETL,
mais son haut niveau le rend accessible. Tout le cours a été donné sous la forme de
travaux dirigés en salles informatiques. Ces séances de discussion et de programma-
tion ont permis aux étudiants de se familiariser avec différents concepts. Par exemple,
on leur a demandé de programmer différentes fonctions comme la fonction « isgroup
», retournant oui ou non, selon si 'entrée était un groupe. Par des retours en groupe,
le professeur a validé les apprentissages et les démonstrations formelles ont souvent

été laissés en devoir aux étudiants.

Cette méthode alternative implique un investissement de temps initial important pour
le professeur qui voudrait faire la transition depuis une séquence d’introduction tra-
ditionnelle. Cependant, cette approche fait plus que présenter les processus, objets
et schémas, elle crée un environnement d’apprentissage qui donne la possibilité aux
étudiants de créer leurs propres constructions mentales. Cette approche se démarque
en changeant complétement le déroulement des séances de cours. L’implication des
étudiants est automatiquement plus grande et les étudiants sont actifs dans leurs ap-

prentissages.

Une analyse comparative entre cette approche constructiviste et une approche tradi-

tionnelle a été réalisée dans l'article Student attitudes toward abstract algebra (CLARK
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et al., ). Pour cette étude, 22 étudiants suivant un cours traditionnel et 11 étu-
diants suivant ce cours expérimental ont été interviewés. La majorité des étudiants
ayant suivi le cours expérimental ont une réaction trés positive face au cours. Au
contraire, les deux tiers des étudiants ayant participé au cours traditionnel ont des
commentaires trés négatifs envers leur cours. Ceux-ci avouent leur frustration, leur
désintérét et affirment avoir trés peu retenu le contenu du cours. La figure 18 reproduit
la distribution des notes dans le cours et identifie clairement combien la différence
entre les résultats des étudiants de chacun des formats de cours est marquée et cela

malgré de la matiére et des évaluations équivalentes.

A/ B C | D|F Total

Cours traditionnel | 4 |5 9|13 22

Coursexpérimental 4 |51 1|0 11

FIGURE 18 — Distribution des notes par type de cours (CLARK et al., , D- 83).

Cette étude contribue a identifier de facon concréte comment les réactions des étu-
diants face aux deux formats de cours sont polarisées et principalement comment
une méthode d’enseignement créée pour engager activement les étudiants dans le
développement de leur compréhension rend les étudiants plus prompts & mettre les

efforts.

6.3 Enseigner avec Group Explorer

Group Fxplorer est un logiciel gratuit développé par Nathan Carter qui a pour objectif
d’aider les étudiants a visualiser les groupes et les sous-groupes grace aux diagrammes
de Cayley et aux tables de multiplication. Tous les groupes d’ordre de moins de 40

ont une représentation dans ce logiciel (voir la figure 19).

La contribution de Group Explorer dans un cours d’algébre a été étudiée dans une
analyse comparative réalisée par Claus Schubert et al. (SCHUBERT et al., ) Des

étudiants volontaires ont suivi un cours d’algeébre pour lequel les devoirs étaient réa-
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lisés avec Group Explorer. Les étudiants avaient des questions dirigées et ouvertes
a répondre. Par exemple, les étudiants devaient faire une conjecture sur la relation
entre l'ordre d'un groupe et l'ordre de ses sous-groupes aprés avoir analysé différents

groupes.

L’article de Schubert ne pré-
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n'est pas completement diffé- pioypp 19 - Extrait du logiciel Group Explorer
rente des méthodes générale- pour le groupe S3 (SCHUBERT et al., 2013, p. 380).
ment utilisées lors de ’enseigne-

ment de cours de théorie des groupes. En effet, ajouter des exercices utilisant ce
logiciel n’implique pas de changements dans la structure de cours, ce qui rend cette
approche intéressante. Les différentes représentations visuelles qu’offrent Group Ex-

plorer peuvent certainement aider a rendre la matiére plus concréte et fournir des
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exemples auxquels les étudiants pourront se ramener a ’avenir, brisant ainsi la bar-

riere que peut représenter le niveau d’abstraction des cours d’algebre.

6.4 Intuition commune : d’opposé de chat aux inverses de

groupes

Leron et Ejersbo se sont demandé s’il serait possible d’approcher certains concepts
algébriques en n’utilisant que le sens commun, c’est-a-dire l'intuition que chacun
pourrait avoir, sans expérience en mathématique (LERON et EJERSBO, ). Ils ont
développé une série de 4 activités de discussion dirigées menant vers l'idée d’inverse.
Pour chacune de celles-ci, le professeur accompagnait les étudiants dans leurs raison-

nements. La réalisation des 4 activités a pris environ deux heures.

La premiére activité débute par une idée générale d’opposés soulignant les objets de
la vie courante qui viennent en paires. Ensuite, ils font la transition vers des objets
mathématiques, puis des actions du monde réel. Finalement, dans la derniére activité,
ils abordent des concepts mathématiques de niveau secondaire telles les fonctions. Un

résumé du contenu de chacune des activité est présenté dans I’annexe.

Ces activités sont intéressantes par leur nature ludique et imprévisible pour un cours
de mathématique. La premiére souligne 1'idée de paire entre un objet et son inverse.
Il s’agit d’une belle opportunité pour présenter la nature symétrique de la relation
d’inverse. Aussi, la situation que pose le possible double inverse (chat vs chien ou
souris ?) permet d’aborder naturellement I'unicité de I'inverse. La deuxiéme activité
permet d’introduire 1’élément neutre. Elle permet aussi de définir I'inverse et 1’élément
neutre en fonction de l'opération. L’activité sur les actions souligne finalement que
I’ordre d’une composition d’actions est changé pour 'inverse, comme dans ’exemple
des chaussures qui est bien compris par tous. Elle introduit aussi I'idée qu’une action

peut étre son propre inverse.

Cette approche, quoique abordant principalement la notion d’inverse, peut étre une

introduction intéressante au concept de groupe. Elle permet aux étudiants de travailler
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avec des objets qui leur sont familiers, liant ainsi ces premiéres notions d’algébre a
des concepts connus. Les étudiants ont besoin d’avoir de nombreuses opportunités
de développer leur intuition pour ce nouveau domaine mathématique. En effet, les

chercheurs soulignent :

« While many teachers and math educators view intuition (or common sense) as a
threat, because it often lead to errors, we believe in contrast that intuition (of the
universal recurring kind) is a precious resource, a collection of skills of which all
people are experts, and that we should as much as possible ground even

sophisticated mathematical concepts in their common-sense precursors. »

(LERON et EJERSBO, , p- 130)

6.5 Retour sur les méthodes

Les différentes approches présentées ici agissent toutes sur une composante diffé-
rente de la compréhension de la théorie des groupes des étudiants, soit en donnant
une motivation de la théorie, soit en leur fournissant la possibilité de participer a
la construction des concepts ou encore en favorisant leur visualisation et leur intui-
tion. Sans perdre de vue le contenu du cours, 'attention est plutdt portée sur la

compréhension des étudiants que sur les résultats.

7 Conclusion

Cet essai a été réalisé avec 'objectif d’identifier et de décrire la contribution de dif-
férentes ressources pour 'apprentissage de concepts de la théorie des groupes. Une
attention particuliére a été portée aux ressources ayant une composante visuelle qui
pourrait avoir un impact sur la compréhension, mais aussi sur la motivation des étu-

diants envers ce domaine mathématique.

Dans un premier temps, les travaux de Lajoie, Hazan et Dubinsky ont permis de
mieux comprendre certains enjeux relatifs a I’apprentissage de la théorie des groupes.

Le survol historique a rappelé les réticences de la communauté mathématique face
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a l'abstraction proposée par Cayley et combien la transition vers un haut niveau
d’abstraction n’est pas évidente, méme pour des mathématiciens matures. Les tra-
vaux de Lajoie ont identifié certaines difficultés éprouvées par les étudiants pour les
concepts suivants : les groupes, les sous-groupes, I'isomorphisme et les groupes cy-
cliques. L’identification du caractére extrinséque de certaines difficultés a permis de
souligner plusieurs pistes pour les contourner. Ensuite, les travaux d’Hazzan et de

Dubinsky ont contribué a mieux cerner les raisonnements des étudiants.

Dans un deuxiéme temps, I’analyse de la ressource développée par Carter a mis en évi-
dence une séquence d’introduction de concepts trés différente de celles communément
utilisées en classe. L’ordre de présentation des concepts et les transitions naturelles
entre ceux-ci, tels que choisis par Carter semblent étre suffisants pour contourner cer-
taines difficultés identifiées par Lajoie. En effet, ce choix de séquence d’introduction
a été construit de fagon a accorder le temps aux étudiants d’assimiler et de manipu-
ler le concept avant de 'utiliser pour la construction d’un nouveau résultat. Aussi, la
contribution des représentations visuelles utilisées par Carter pour introduire et déve-
lopper les concepts a bien été démontrée, et ce pour plusieurs concepts fondamentaux

de la théorie des groupes.

Finalement, des méthodes d’enseignements bien différentes ont été développées afin
de révolutionner I’enseignement de ’algébre abstraite, de fagon a impliquer davantage
les étudiants dans leurs apprentissages et peut-étre changer leurs attitudes envers les

mathématiques abstraites.

« The theory of groups is a branch of mathematics in which one does something to
something and then compares the results with the result of doing the same thing to

something else, or something else to the same thing. »
(NEWMAN, , p- 1534)

Pour étre en mesure de bien saisir combien les propos de Newman représentent bien
I’idée de la théorie des groupes, il faut avoir préalablement développé notre capacité

a manipuler un certain niveau d’abstraction. Cette méme abstraction, centrale a la
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théorie des groupes, est un obstacle effrayant pour de nombreux d’étudiants.

Pour rejoindre les étudiants et contourner cet obstacle certains pourraient avoir envie
de réduire au minimum ’abstraction. Cependant, Dubinsky suggére que plutot que
de tenter de rendre les idées moins abstraites, les enseignants aident les étudiants a

gérer Pabstraction : comment la comprendre et 'utiliser (DUBINKSY, , - 1).

Les outils et ressources présentés dans cet essai n’avaient pas l'objectif de réduire
I’abstraction, mais plutot de 'ancrer dans différentes représentations. Les étudiants
peuvent ainsi découvrir les motivations de cette abstraction et développer une cer-
taine autonomie en ayant la possibilité de se ramener aux outils qu’ils ont appris a

manipuler en cas de doutes.

Sachant pertinemment 'importance de la charge de travail qu’implique la construc-
tion ou la reconstruction d’un cours, certaines suggestions a cotit moindre sont pré-
sentées ci-dessous. Quoique d’apparence simple, 'impact sur la compréhension des

étudiants de chacune de ces suggestions peut étre non négligeable.

1. Réduire le role des groupes numériques.
Les groupes de nombres, tel (Z, +) ou (Z, -) sont généralement ceux avec les-
quels les étudiants se familiarisent avec le concept de groupe. Comme Lajoie
I’a montré, la prépondérance de ces groupes induit trop souvent les étudiants
en erreur. Privilégier la présentation du concept de groupe avec des exemples
ol les éléments de I’ensemble sont des « actions » ou des transformations géo-
métriques serait idéal. Ce faisant, les étudiants peuvent développer une com-
préhension plus générale, éviter de tenir pour acquis 1’associativité ou encore
que ’élément neutre soit 1 ou 0. La transition vers les ensembles numériques
n’impliquera pas de difficulté supplémentaire en ayant développé leur compré-

hension de groupe via les ensembles de transformations.

2. Changer 'ordre de présentation de certains concepts.
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Plusieurs changements peuvent étre considérés ici, sans engendrer de cofit,
tous les concepts faisant déja partie du cursus. Introduire une réflexion sur le
concept général de structure algébrique avant la définition formelle de groupe
serait particuliérement bénéfique. Aussi, définir les groupes en fonction de leurs
générateurs permettrait une introduction trés naturelle. Introduire les orbites
apres les groupes cycliques et avant les sous-groupes (possiblement via les dia-
grammes de Cayley) permettrait de rendre ces deux concepts plus accessibles.
En effet, les orbites sont souvent présentées tardivement, et le concept devient
d’apparence complexe. Finalement, inclure du temps pour que les étudiants
puissent assimiler les concepts avant de les réutiliser pour la construction de
nouveaux résultats est bénéfique. Par exemple, présenter différentes familles
de groupes tels les groupes cycliques, dihédraux ou de permutations entre la

définition de groupe et 'introduction des sous-groupes.

3. Donner la possibilité aux étudiants de manipuler et de construire les
diagrammes de Cayley.
L’introduction des diagrammes de Cayley implique un investissement de temps
trés raisonnable. En incluant la représentation des concepts via ces diagrammes
dans la séquence du cours, les étudiants pourront développer plus facilement
des liens entre les concepts. Inclure quelques exercices avec ces diagrammes,
par exemple les exercices du chapitre 2 de Carter, permettra aux étudiants de
développer une familiarité avec cette représentation et les rendront autonomes

pour 'utilisation de ces diagrammes.

Les concepts abordés dans cet essai ne touchent que la premiére partie du cours d’in-
troduction a la théorie des groupes. Ce sont des concepts fondamentaux, qui sont des
piliers dans le développement du reste de la théorie, mais aussi dans le développe-
ment de la théorie des anneaux, des corps, des modules ou encore de la théorie de
Galois. L’utilisation des différents outils et ressources abordés dans le présent essai
peut contourner plusieurs difficultés identifiées par Lajoie, contribuant ainsi a amé-

liorer la compréhension générale des étudiants.
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Il serait intéressant d’élargir les conclusions de cet essai en considérant la suffisance
de celles-ci pour 'amélioration de la compréhension des notions engendrées par les
concepts fondamentaux couverts par l’essai. Ainsi, il peut étre tentant de supposer
que, sans modifications aux méthodes d’enseignement pour la suite des cours d’al-
gebre, 'intuition, une meilleure visualisation et I'internalisation des concepts contri-
bueront & la compréhension, ainsi qu’au développement d’attitude positive chez les

étudiants pour ces cours plus avancés.
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A Annexe

Voici une traduction libre des brefs résumés des activités 1, 2, 3 et 4 (partielle seule-

ment) présentées dans 'article de Leron et Ejersbo (LERON et EJERSBO, ).

Note : 11 a été choisi de traduire le mot "opposite" par opposé.

Activité 1 : Des objets de tous les

jours qui viennent en paires

Professeur : Quel est I'opposé de chat ?
Etudiant : Chien (sans hésitation).

P : Quel est 'opposé de chien?
E : Chat.

P : Quel est 'opposé de chaise ?
E : Table.

P : Quel est 'opposé de long ?
E : Court.

P : Quel est 'opposé de jour?
E : Nuit.

P : Quel est 'opposé de roche?
E : Hésitation, sans réponse.

P : Quel est 'opposé de souris ?
E : Chat.

P : Quel est 'opposé de Chat ?
E : Souris... (Oups, ou chien ?)

Activité 2 : Objets mathématiques

P : Quel est 'opposé de 37

El:-3.

E2:1/3.

P : Est-ce que 3 peut avoir 2 inverses ?
E3 : On a vu que chat avait deux inverses :
chien et souris.

P : C’est vrai. Et pour les nombres ?

E1, E2 et E3, aprés discussion : I'op-
posé de 3 est -3 si tu penses a « plus » et
1/3 si tu penses a « fois ».

P : Ok, si on regarde ¢a d’un autre angle.
Quel est 'opposé « d’ajouter 3 » ?

E1 : Enlever 3.

P : Peux-tu expliquer ?

E1 : Si tu ajoutes 3 et aprés que tu en-
léves 3, ¢’est comme si tu n’avais rien fait.
P : Rien fait ?

E1 : Cest comme ajouter 0, le nombre
reste le méme.

P : Ok. E2, c¢’est quoi 'opposé de « mul-
tiplier par 3 » 7

E2 : C'est diviser par 3.

P : Pourquoi?

E2 : C'est comme E1 a dit : Si tu mul-
tiplies par 3 et aprés divises par 3 tu re-
viens au méme nombre. C’est comme si tu
n’avais rien fait.

P : Qu’est-ce que tu veux dire par « rien
fait » ?

E2 : C’est la méme chose que multiplier

par 1. Le nombre reste le méme.
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Activité 3 : 3 Actions du monde réel

P : Quel est 'opposé de mettre tes chaus-
sures ?

E : Enlever tes chaussures.

P : Quel est 'opposé de mettre tes chaus-
settes ?

E : Enlever tes chaussettes.

P : Ok, regardons l'action combinée «
mettre une chaussette et mettre une
chaussure ». C’est quoi 'opposé de ¢a ?
E : Enlever une chaussure et une chaus-
sette.

P : Qu’est-ce qui s’est passé avec l'ordre
des opérations ?

E : C’est opposé !

P : Oui, ce sont les contraires des opéra-
tions dans 'ordre inverse.

P : Quel est 'opposé de tourner a droite ?
E : Tourner a gauche.

P : Quel est I'opposé d’avancer de 100
pas?

E : Reculer de 100 pas.

P : Quel est 'opposé de 'action combinée
d’avancer de 100 pas de tourner a droite
et d’avancer de 50 pas?

E : Reculer de 50 pas, tourner a gauche
et reculer de 100 pas.

P : C’est la méme chose que pour les bas
et les chaussures : les actions contraires
dans 'ordre inverse.

P : C’est quoi 'opposé de tourner une
piéce de monnaie ?

E : (Silence)

P : Supposons qu’on a une piéce avec pile
en-haut et face en-bas. Qu’est ce qui se
passe si on la tourne ?

E : On a face en-haut et pile en-bas.

P : Comment on retourne avec pile en-
haut ?

E : On la tourne encore.

P : Oui, l'opération « tourner une piéce

de monnaie » est son propre inverse.

Activité 4 : Activité sophistiquée de

niveau secondaire

P : C’est quoi 'opposé de x 7

El: -x.

E2: 1/x.

P : Pouvez-vous expliquer ?

E1l et E2 : x est un nombre, alors c’est
la méme chose qu’on a fait avec 3. C’est
-x si on pense a l'addition (avec 0 comme
élément neutre) et c’est 1/x si on pense a
la multiplication (avec 1 comme élément
neutre).

P : Ok. Continuons. Quel est I'opposé de
3x 7?7

E1 : -3x.

E2 : 1/3x.

P : Pouvez-vous expliquer ?

E1 et E2 : 3x est aussi un nombre, alors
c’est la méme chose qu’avec x.

P : Et si on pense a 3x comme la fonction
f=3x. C’est quoi 'opposé de ¢a?

E3 : Cest la fonction y = x/3.
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