Aide-mémoire - Evaluation des compétences pour le CDA

Equations différentielles du premier ordre
— Equations différentielles a4 variables séparables
9@y = f(2); [g(y)dy = [ f(z)dz +C.
— Equations différentielles se ramenant a des équations séparables
— Forme 3 = f(y/x). Poser u(z) = y(z)/=.
— Forme 3 = f(az + by). Poser u(z) = az + by(z).
— Autres changements de variables.

— Equations différentielles linéaires

D ¥ +pl@)y = ql=), (H) ¢ +px)y=0.
1. Trouver yi, une solution particuliére de (H), qui est séparable.
2. La solution générale de (H) est y, = cy;.
3. Trouver yp,, une solution particuliére de (I).
—— Méthode des coefficients indéterminés (forme de g(x)).
— Méthode de Lagrange (variation de la constante) : y,(x) = w(z)y: ().
4. La solution générale de (I) est y, = yn + yp-

— Equations différentielles se ramenant & des équations linéaires

Equations différentielles générales du deuxiéme ordre
— Equations différentielles se ramenant a des équations du premier ordre

— Equations ol y est absente. Poser p(z) = y/(z).

_ d
— Equations ou x est absente. Poser y'(z) = 2(y) et 3" = Pl

dy

Equations différentielles linéaires d’ordre quelconque a coefficients
constants

@D Y 4y py + poy = g()
H) Y +pay™ V4 py +poy=0
1. Trouver n solutions particuliéres de (H) qui sont linéairement indépendantes.
a) Essayer la forme y = e**.
b) Factoriser le polynéme caractéristique p(\) ainsi obtenu.

c) Si A= a + i est une racine de p(A) de multiplicité m. on obtient les solutions
€% cos (fz), re™® cos (Bz), --- , ™ 1e** cos (Bz),
e*® sin (fz), re®“sin (Bzx), --- , 2™ e sin (Lx).
2. La solution générale de (H) est y, = 151 + colo + -+ - + Culn-
3. Trouver y,, une solution particuliére de (I).
— Meéthode des coefficients indéterminés (forme de g(x)).
Si g(z) est de la forme P(z)e™ eos (Bz) ou P(z)e™* sin (5z), alors on choisit
yp(x) = 2" (Q(2) cos (B) + R(2) sin (Bz)).
— P, Q et R sont des polynomes de méme degré.
— P peut étre simplement une constante et a, 3 peuvent étre nuls.

— ¢ est la multiplicité de & +i3 comme racine du polynome caractéristique p(\).
(s = 0si o+ if n'est pas une racine de p.)

— Si g(x) est une somme de plusieurs formes, on choisit pour y, la somme des
formes correspondantes (superposition).

— Méthode de Lagrange (ordre 2) : y,(z) = u(z)yi () + v(z)y2(z).
4. La solution générale de (I) est y, = yn + ¥p.
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TRIGONOMETRIE
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Systémes de coordonnées classiques dans R? et R3

Coordonnées polaires

VA
P(r, 8) = P(x,y)

x = rcost
y =rsinf

y T:‘/$2+y2
// f(x,y)dwdy:// f(rcosf,rsin@)rdrdd
] D D

| 7
>

=Y

Coordonnées cylindriques
ZA
T =rcosf

* P(r,0,z)

y =rsinf

T:‘/.’E2+y2

6_ ) :\‘ ///Df(ac,y,z)dxdydz
y

Z///f(rcos@,rsin@,z)rdzdrde
D

X (r,0,0)

Coordonnées sphériques

ZA
T = psin ¢ cos b
P
» P(p, 6,¢) y = psin ¢sin 6
p Z=pcos¢

(o} N B B
Y p= Va2 +y?+z

%,, — ///Df(z,y)dzndydz

:/// f(psin¢cos b, psin@sin b, pcos ¢)p® sin ¢ dpdpdh
D




Formules relatives aux plaques minces dans R?

Considérons une plaque mince recouvrant un domaine D C R? dans le repere Oxy, dont la densité au
point (z,y) est donnée par la fonction p(z,y). Notons (T,7) son centre de masse, et m sa masse. On
notera aussi I, son moment d’inertie par rapport a ’axe des z, et I, celui par rapport a ’axe des y. Nous

avons alors les formules ci-dessous.
m = // p(z,y)dzdy
D

= i// zp(z,y)dzdy
m D
1
= —// yp(x,y)dzdy
m D
D
Iy:// 2?p(x,y)dwdy
D

Formules relatives aux solides dans R?

8|

<

Considérons un solide occupant un domaine D C R? dans le repere Oxyz, dont la densité au point (z,y, 2)
est donnée par la fonction p(z,y, z). Notons (T, 7, Z) son centre de masse, et m sa masse. On notera aussi
I, son moment d’inertie par rapport a l'axe des x, I, celui par rapport a l'axe des y, et I, celui par
rapport a ’axe des z. Nous avons alors les formules ci-dessous.

m:/// p(z,y, z)dzdydz
D
:l/// zp(x,y, z)dxdydz
m D
l/// yp(x,y, z)drdydz
m D
E:l/// zp(x,y, z)dxdydz
m D
Iz:///(92+22)p(fc,y,2)dwdydz
D
Iy:///(x2+22)p(:v,y,z)d:cdydz
D
L= [ [ [ @+t 2)dodyz
D

g

<Y
I



Changements de variables généraux pour les intégrales doubles

Soit T' la transformation qui envoie un domaine D (généralement simple & décrire) vers un domaine D.
Si la transformation 7' est définie par x = g(u,v) et y = h(u,v), le jacobien de T est défini par

Ozy) _
A(u,v)

Ly Ly

Jr =
r Yu Yo

= TulYv — TolYu-

Si nous disposons de u et v exprimées comme étant des fonctions de = et y, il est souvent plus simple de
calculer le jacobien en utilisant I'identité

<8(u, v) ) -t
JT = pr—
I(z,y)
Théoréme : Sous certaines conditions de continuité, de dérivabilité et d’injectivité, nous avons que

//Df(:c,y)dasdy: //ﬁf(x(u,v),y(u,v))|JT(U’U)|dudv.

Note : Ce résultat est aussi valide pour les changements de variables pour les intégrales triples. Nous
sommes alors amenés a calculer le déterminant d’une matrice 3 x 3 pour connaitre le jacobien.

-1

Uy Uy _ (Uzvy o uyvm)fl

Vg Uy

Courbes dans le plan et |'espace

Soit ' une courbe définie par 7(t) = (z(t),y(t), z(t)) = z(t)i + y(t)] + z(t)k avec ¢ qui varie de a & b.
Notons L sa longueur, p sa fonction de densité linéique, m sa masse, et (Z,7,Z) son centre de masse.
Finalement, soient I, I, et I, les moments d’inertie de C par rapport aux axes x,y et z respectivement.
Nous avons :

1. 7'(t) =

"(t),y'(t), 2/ (t)) est le vecteur tangent & 7(t);

(x
r(t
t

2. §(t) =7(to) +t-7'(tg),t € R est 'équation paramétrique de la droite tangente & la courbe 7(t) au
point 7(tg) si to € [a,b];
2 2
3. L=[,ds=["||F"(t)]| dt = f + (%) + (%) as
4. m = fcudsff w(t) |7 ()] dt;
_ b S
5. 7= L [P a(u() |70 dt,
_ b S
U= f% y(@)u() (|7 ()| dt,
z = [, 2Onu) |7 ()]l dt;



Travail d'un champ vectoriel

Définition : Soit F un champ vectoriel. Le travail de F le long d’une courbe C' paramétrisée par 7(t)
avec t qui varie de a a b est défini par

/cﬁ.df':z /abﬁ(F(t))oF’(t)dt.

Note : Si F = Pi + Q;Jr Rk est un champ vectoriel défini sur R3, le travail de Fle long de C est aussi
donné par

b
/C Pda+Qdy+Rdz = / P (2(t), y(t), (1) 2’ ()dt+Q (2(t), y(t), 2(8)) y/ (dt+R (x(t), y(t), 2(8)) # (t)dt.

a

Champs vectoriels conservatifs

Définitions : Soit F' un champ vectoriel. On dit que F est conservatif s'il existe une fonction f telle
que Vf = F. On dit alors que f est une fonction potentielle pour le champ F.

Théoréme fondamental des intégrales curvilignes : Soit C' une courbe définie par 7(t) avec ¢t qui
varie de a a b, et soit f une fonction. Alors

/C Vfedi= [ (7(b) - f (7(a)).

Définition : On dit que l'intégrale curviligne d’un champ F sur un domaine D est indépendante du
cheminsi [ o Fedr = |, o F odr” quels que soient les chemins C; et Cy dans D ayant les mémes extrémités.

Définition : On dit qu'un ensemble E est ouvert, si on peut entourer chaque point de F par un disque
ou une boule qui est elle-méme a I'intérieur de F.

Définitions : Un domaine est connexe si on peut relier deux points arbitraires du domaine par un
chemin, sans le quitter. On dira qu’il est simplement connexe s’il est connexe et qu’il ne comporte pas
de trous.

Théoréme : f c F o di est indépendante du chemin dans D si et seulement si f c Fedi=0 pour
tout chemin fermé C' dans D.

Théoréme : Soit F' un champ vectoriel continu sur un domaine ouvert et connexe D. Si [, o Fredrest

indépendante du chemin dans D, alors F est conservatif sur D, c’est-a-~dire qu’il existe une fonction f
vérifiant Vf = F.

Théoréme : Soit F = P(x, y)er Q(z, y); un champ vectoriel conservatif sur un domaine D C R2. Alors
nous avons que

oP  9Q

oy Oz’
Théoréme : Soit F un champ vectoriel défini sur un domaine simplement connexe D C R2. Si

oP _ 0Q
oy Oz

sur D, alors F' est conservatif.



Mat-10364 : Mathématiques de ’ingénieur II
Feuilles résumé 3

Intégrales de surface

- —
—, 5

e Surface S d’équations paramétriques: ¥ = 7(u,v) = z(u, v)i + y(u, v)] + z(u, v)k

e Elément de surface: dA = ||g—r X %H du dv
u o Ov

e On évalue l'intégrale de surface a l'aide de la formule

//Sf(x,y,z)dA://Dw £, v)) ”%ZX Zifu i d

e Exemples d’élément de surface

— Sphere de rayon R et centrée en (zg, yo, 20)-

x = x9+ Rsin(¢)cos(h)

y = yo+ Rsin(¢)sin(0) dA = R?sin ¢ d¢ db.

z = z9+ Rcos(p)

— Cylindre de rayon a et de hauteur H

x = acos(d)
y = asin(f) dA =a dz df
z = z

— Cone de sommet O: « > 0 constant

x = rcos(f)
y = rsin(h) dA =71+ a?drdf
z = ar

— Surface d’équation cartésienne: z = f(x,y)

<
I

T =z 2 2
Y dA—\/l—l-((;Jc) +<gf> dx dy
z = f(x,y) * Y

H-06

(u,v) € Dyy



e Applications des intégrales de surface
— Aire de la surface S: A(S) = // dA.
S

— Masse: M = // 0(z,y,z)dA ol §(x,y,z) = densité.
S

— Centre de masse Moments d’inertie

M I, //y—i—z ) ddA

M
JJsyddA I, /j( ) 5dA

0dA
M S

8l
Il

|
Il

e Flux d’'un champ vectoriel F A travers S:

//F-ﬁdA
S

ou 77 est un vecteur unitaire normal a la surface S.

e La normale unitaire est fournie par ’expression

or or
= Z X BZ
1Z < Z|

e On a la formule: . 3
/ / F.idA= / / ( " T) du dv.
- ov

Divergence et rotationnel d’un champ vectoriel

Soit ﬁ(at, y,2z) = (Fi(z,y, 2), Fa(x,y, 2), F3(z,y, z)) un champ vectoriel défini sur un domaine D.

e La divergence de F:
. = = = 0 0F, O0F;3
divF=V.-F=—+4 —+4+ —-
e v ox + dy + 0z

e Le rotationnel de F:

(O OR\ ., (OF OR) . (0F OF\L
rOtF_(ﬁy_32>Z+<8z 8x>]+<8x 3y>k

e Deux identités importantes:

div rot =0 et rot ﬁf =0.



Théoréme de Green

e Orientation positive: un observateur qui se déplace sur la courbe, voit toujours le domaine D a
sa gauche.

e Soit D un domaine borné du plan R? délimité par la courbe plane fermée C orientée positivement.

On a que
/ P(z,y) dz + Q(z,y) dy—//———d dy

e Forme vectorielle du théoréeme de Green

/ﬁ~d?=// rot F dA
C D

- P
ourotF_@—a—

Jr 0Oy

e Version divergence du théoreme de Green

/ﬁ-ﬁds:// div F dA
C D

ou 77 dénote la normale unitaire dirigée vers I'extérieur du domaine D.

Théoréme de Gauss

e Soit D C R? un domaine borné de l'espace délimité par la surface fermée S. Si F est un champ
vectoriel continument dérivable dans D, alors

//ﬁ-ﬁdA:/// div F dV
S D

ou 77 dénote la normale unitaire pointant vers I'extérieur de D.

Théoréme de Stokes

e Soit S une surface orientée et ouverte de normale unitaire 77 dont le bord est une courbe C
fermée, orientée de maniere positive. Si F' est un champ vectoriel continiment dérivable défini
dans une région qui contient .S, alors

/ﬁ-df://rotﬁ-ﬁcm
C S

e Autrement dit, le flux du rotationnel de F & travers S est égal a la circulation de Fle long de la
courbe frontiere C'.



Divers

e Equation d’une sphere de centre (a,b,c) et de rayon R

(x—a)’+(y—b)?+(z—c)*=R?

Equation d’'un paraboloide circulaire orienté par rapport a z

z = a(z? 4+ 1?) ol a est un nombre réel

Equation d’un cone circulaire orienté par rapport a z

22 = a(z® + 1?) ol a est un nombre réel
e Coordonnées cylindriques
T =1 cost
y=rsinf
z=z
e Coordonnées sphériques
x = psin¢cosd p=>0
y = psin¢sinf 0<6<2r
Z = pcos o 0<op<m



